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2 Einfuhrung in die 3D-Grafik

Was steht in diesem Kapitel?

2.2

Sie werden zunidchst einen Einblick in die grundlegenden Techniken erhalten, die in der
3D-Grafik zum Einsatz kommen.

Danach beschéftigen wir uns intensiv mit dem mathematischen und geometrischen Teil,
vor allem mit Vektoren und Matrizen. Das ist unbedingt notwendig, um im néchsten Kapi-
tel die ersten Schritte in Richtung Direct3D wagen zu konnen. Sie miissen nicht unbedingt
jedes Detail verstehen. Einige Zusammenhénge stehen nur aus Griinden der Vollstindig-
keit in diesem Kapitel und sind nicht unbedingt notwendig, um den Rest des Buches nach-
vollziehen zu konnen.

SchlieBlich behandeln wir die Beleuchtungsberechnung und die Rendering-Pipeline, die
alle Schritte von einem Haufen Dreiecke bis hin zum fertigen Bild auf dem Bildschirm
beschreibt.

Was in diesem Kapitel steht, ist groB3tenteils unabhéngig von der verwendeten Grafik-API
(zum Beispiel Direct3D oder OpenGL). Beachten Sie auch die Ubungsaufgaben am Ende
des Kapitels!

Reprasentation und Darstellung einer 3D-Szene

Wir werden uns nun einige Moglichkeiten ansehen, wie man eine 3D-Szene beschreiben
kann. Betrachten Sie als einfaches Beispiel eine Szene, die eine Kugel, einen Wiirfel und
eine Pyramide enthdlt, die auf einer Ebene stehen.



2 Einfuhrung in die 3D-Grafik

Abbildung 2.1 Beispielszene mit einer Ebene, einer Kugel, einem Wiirfel und einer Pyramide

Die verschiedenen Korper konnten beispielsweise mit Gleichungen beschrieben werden,
die fiir alle Punkte, die in diesen Korpern liegen, erfiillt sein miissen. Fiir die primitiven
Objekte der Beispielszene sind solche Gleichungen sehr einfach herzuleiten. Aber wie
sicht es mit komplexeren Objekten aus, die man aus Computerspielen kennt, wie Flugzeu-
ge, Zombies oder Kettensdgen?

Triangulation

Die Beschreibung von ganzen Objekten nur durch mathematische Formeln ist fiir die Echt-
zeitgrafik eher weniger interessant, da es viel Aufwand erfordert, sie in ein Bild umzuset-
zen. Hier hat sich eine Methode durchgesetzt, bei der die Oberflachen der Objekte in Drei-
ecke unterteilt werden. Diese Technik nennt man Triangulation.

Sie werden sich jetzt vielleicht fragen, wie man beispielsweise eine Kugeloberflache in
Dreiecke aufteilen soll, und diese Frage ist vollig berechtigt, denn mit endlich vielen Drei-
ecken schafft man das nicht. Je mehr Dreiecke man hinzufiigt, desto kugeldhnlicher wird
das Gebilde, aber eine perfekte Kugel kann daraus nie entstehen. Normalerweise bendtigt
man auch gar keine perfekten Formen, denn irgendwann ist ein Detailgrad erreicht, bei
dem der Unterschied selbst aus kiirzester Entfernung kaum noch auftillt.
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Abbildung 2.2 Die legendare Utah-Teekanne, eines der altesten und bekanntesten Objekte der Com-
putergrafik, in verschieden detailliert triangulierten Versionen

Warum gerade Dreiecke? Aus Dreiecken konnen alle anderen Vielecke zusammengesetzt
werden, und Dreiecke lassen sich besonders einfach mit dem Computer zeichnen. Das
Problem, ein komplexes 3D-Objekt wie zum Beispiel ein Flugzeug zu zeichnen, kann also
auf das Problem reduziert werden, viele Dreiecke zu zeichnen.

Rasterung und Raytracing

Und wie zeichnet man nun ein Dreieck? Diese Arbeit werden wir spater der Grafikkarte
iiberlassen, da sie ja speziell dafiir gebaut wurde, viele Milliarden davon in jeder Sekunde
abzuarbeiten. Trotzdem ist es hilfreich zu wissen, wie das ungeféhr funktioniert. Wir ge-
hen davon aus, dass wir schon wissen, an welcher Stelle auf dem Bildschirm sich die Eck-
punkte des Dreiecks befinden. Wie diese berechnet werden, schauen wir uns spéter an.

Prinzipiell hat man das Problem, dass man die ,,unendlich genau‘ beschreibbare Szene auf
ein Bild mit endlich vielen Bildpunkten abbilden muss, zum Beispiel den Bildschirm, der
nur begrenzt viele Pixel darstellen kann. Ein Ansatz ist die Rasterung. Dabei werden die
darzustellenden Dreiecke gerastert, also auf diskrete Bildpunkte abgebildet. Ein Dreieck
kann man dann zeichnen und ausfiillen, indem man es Zeile fiir Zeile von oben nach unten
ablauft und jede Zeile fiillt. Eine Zeile entspricht dabei einer Pixelzeile. Dieses Verfahren,
das heutige Grafikkarten anwenden, nennt man Scanline Rendering.

Der Begriff ,,Rendern* wird uns iibrigens noch sehr oft begegnen. In der Computergrafik
versteht man darunter im Allgemeinen die Erzeugung eines digitalen Bilds. Wenn davon
gesprochen wird, ,,ein Objekt zu rendern, dann ist damit eigentlich nur gemeint, das Ob-
jekt zu zeichnen.

Rasterung steht im Gegensatz zu anderen Verfahren wie zum Beispiel Raytracing. Beim

Raytracing wird, vereinfacht gesagt, fiir jeden Pixel des Bilds ein virtueller Strahl (,,Sicht-
strahl®) in die Szene geschossen, und es wird berechnet, ob er ein Objekt schneidet. Wenn
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das der Fall ist, wird der Pixel entsprechend eingefarbt. Vom Schnittpunkt aus kénnen
weitere Strahlen abgeschossen werden, um Reflexionen, Brechungen oder Schatten einfach
berechnen zu kdnnen. Raytracing-Verfahren liefern Bilder von sehr hoher Qualitdt, sind
generell sehr flexibel und funktionieren sowohl mit der mathematischen Darstellungsweise
von 3D-Szenen als auch mit triangulierten Objekten. Ein Raytracer kann zum Beispiel
perfekte* Kugeln rendern.

Fiir Echtzeitanwendungen ist Raytracing allerdings noch nicht gut zu gebrauchen, da es
auf heutigen Standardprozessoren noch zu langsam ist. Das Rendern statischer Szenen
lasst sich durch Vorberechnungen zwar beschleunigen, aber das funktioniert nicht mehr so
gut, sobald sich Objekte bewegen oder verformen konnen (was bei Spielen im Allgemei-
nen der Fall ist). Allerdings gibt es bereits spezielle Raytracing-Hardware!, und es ist als
sehr wahrscheinlich anzusehen, dass die Rasterung und das Scanline Rendering langfristig
vom Raytracing abgeldst werden.

Materialien, Farben und Texturen

Eine 3D-Welt, die nur aus Eckpunkten von Dreiecken besteht, kime sehr trist daher, da
wir damit allein nichts iiber die Farbgebung aussagen konnen, sondern nur iiber die Form.
Darum weist man Objekten Materialien zu, die der Oberfliche bestimmte Eigenschaften
wie Farbe, Transparenz oder Glanz verleihen oder sie mit einer Textur iiberzichen. Eine
Textur ist ein Bild, das iiber ein Objekt gespannt werden kann, um Oberfldchendetails zu
simulieren.

Abbildung 2.3 Die drei Donuts unterscheiden sich nur durch ihre Materialien und Texturen.

I Details finden Sie unter http://graphics.cs.uni-sb.de/SaarCOR/.
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Beleuchtung

Die Beleuchtung einer Szene gibt dem Betrachter wichtige Hinweise iiber die rdumliche
Anordnung der Objekte und kann stark zur Atmosphére eines Spiels beitragen. Dabei spie-
len vor allem Schatten eine grole Rolle. Man denke beispielsweise an einen schwach be-
leuchteten Korridor, der um eine Ecke fiihrt. Die auf dem Boden tanzenden Schatten verra-
ten, dass dort ein Monster der iibelsten Sorte auf den Spieler wartet ...

Es gibt eine Vielzahl von Modellen, mit denen Licht und Schatten berechnet werden kon-
nen. Man kann sie grob in globale und lokale Beleuchtungsmodelle unterteilen.

Globale Beleuchtungsmodelle versuchen, die Interaktion aller in einer Szene befindlichen
Objekte durch Reflexion und Absorption von Licht zu simulieren. Solche Verfahren sind
im Allgemeinen so aufwendig, dass sie in der heutigen Zeit in Echtzeit nur mit massiv
parallel arbeitenden Systemen durchgefiihrt werden konnen. Hauptséchlich kommen diese
Modelle bei computergenerierten Bildern und Filmen zum Einsatz, bei denen die benétigte
Rechenzeit zweitrangig ist und es in erster Linie auf die Qualitdt des Ergebnisses an-
kommt. Ein einzelnes Bild zu berechnen kann dann schon ein paar Stunden dauern. Mit
einigen Tricks, zum Beispiel der Berechnung der Beleuchtung statischer Objekte im Vor-
aus, kann aber auch der Spieleentwickler der heutigen Zeit davon profitieren.

Abbildung 2.4 Globale Beleuchtung: Licht tritt nur durch die Offnung an der Decke in den Kasten ein,
aber indirekt wird auch der Teil der Szene beleuchtet, den die Lichtstrahlen von auf3en nicht unmittel-
bar erreichen.
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Lokale Beleuchtungsmodelle berechnen die Beleuchtung fiir eine Oberflache, ohne dabei
die indirekte Beleuchtung durch andere Objekte in der Szene zu beriicksichtigen. Dadurch
sind sie wesentlich einfacher zu implementieren und arbeiten schneller.

Abbildung 2.5 Lokale Beleuchtung ohne und mit Schatten
In der Praxis setzt man meistens eine Mischung aus globalen und lokalen Beleuchtungs-

modellen ein und versucht durch moglichst viele Anndherungen das beste optische Ergeb-
nis zum geringsten Preis (Rechenzeit, Speicherbedarf) zu erzielen.

Vektoren

Nun gehen wir weiter ins Detail und stellen uns die Frage, wie wir Punkte und Richtungen
im zwei- und dreidimensionalen Raum darstellen konnen, und wie wir mit ihnen rechnen
konnen. Dazu verwendet man Vektoren.

Es gibt eine sehr allgemeine mathematische Definition eines Vektors und eine sehr an-
schauliche geometrische Definition. Die mathematische Definition besagt, dass ein Vektor
ein Element eines Vektorraums ist (so wie beispielsweise die Zahl+/2 ein Element der
reellen Zahlen R ist). Vektoren kdnnen miteinander und mit Skalaren (Zahlen) verkniipft
werden, und das Ergebnis dieser Operation ist wieder ein Element des Vektorraums. Dies
nennt man Abgeschlossenheit. Es gibt noch ein paar weitere Anforderungen, die an einen
Vektorraum gestellt werden, aber darauf wollen wir hier nicht néher eingehen. Fiir uns ist
besonders die geometrische Betrachtungsweise interessant.
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2.3.1 Vektoren als Pfeile

Einen Vektor kann man sich als Pfeil mit einer bestimmten Linge und Richtung. Alle
Pfeile, die in diesen zwei Eigenschaften iibereinstimmen, stellen denselben Vektor dar.

i

v

-

Abbildung 2.6 Sieben Pfeile, die fiinf verschiedene Vektoren darstellen

Diese Pfeile kann man sich in jeder beliebigen Dimension vorstellen. Die Abbildung zeigt
Pfeile im zweidimensionalen Raum, aber natiirlich funktioniert das auch im Dreidimensio-
nalen.

Ein spezieller Vektor ist der Nullvektor, der auch mit 0 bezeichnet wird. Vektorvariablen
kennzeichnet man fiir gewdhnlich mit einem kleinen Pfeil. Der Nullvektor hat die Lange
null und keine Richtung. Man wiirde sich also schwer tun, ihn als Pfeil zu zeichnen.

Vektoren mit derselben Lénge, die in entgegengesetzte Richtungen zeigen, heilen Gegen-
vektoren. In der Abbildung sind die beiden mittleren Vektoren Gegenvektoren. Den Ge-
genvektor von d schreibt man auch —a .

Hat ein Vektor die Lénge 1, dann nennt man ihn auch Einheitsvektor. Im Gegensatz zum
Nullvektor gibt es unendlich viele Einheitsvektoren.

Rechnen mit Pfeilen

Mit der Pfeildarstellung kann man bereits rechnen. Zwei Vektoren d und b werden addiert,
indem man den Anfang vonb an die Spitze von d legt. Der Pfeil, den man dann vom An-
fang von a zur Spitze von b zeichnen kann, stellt@ +b dar. Da die Addition kommutativ ist
(a+ b=b+a ), funktioniert das natiirlich auch umgekehrt. Der Nullvektor ist das neutrale
Element der Addition, das heif3t die Addition des Nullvektors zu einem anderen Vektor
verandert diesen nicht, so wie die Addition von Null oder die Multiplikation mit der Eins
bei Zahlen ebenfalls wirkungslos ist.
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Abbildung 2.7 Addition von Vektoren durch Aneinanderlegen von Pfeilen: unten wird ein Vektor mit
seinem Gegenvektor addiert. Es ergibt sich der Nullvektor.

Natiirlich kann man Vektoren auch voneinander subtrahieren. Uma —b zu berechnen,
addiert man einfach den Gegenvektor vonb zud , rechnet alsoa —b =a + (—b) .

Es gibt noch eine andere Rechenoperation, die fiir einen Vektor definiert sein muss. Dies
ist die Multiplikation mit einem Skalar, also einer Zahl. Ein Vektor muss mit einer Zahl
multipliziert werden konnen, und das Ergebnis muss wieder ein Vektor sein.

Auch die Multiplikation mit Skalaren ldsst sich fiir Pfeile sinnvoll umsetzen. Multiplizie-
ren wir einen Vektor beispielsweise mit der Zahl 2, dann verdoppeln wir seine Lange (die
Richtung bleibt gleich). Bei der Multiplikation mit{ wird die Lange halbiert.

Was ist mit negativen Zahlen? Die Lénge kann natiirlich nicht negativ werden, aber die
Richtung kann umgedreht werden. Wird ein Vektor zum Beispiel mit—< multipliziert,
dann wird die Lange geviertelt und die Richtung umgedreht.



2.3 Vektoren

-

Abbildung 2.8 Vektoren in Pfeildarstellung werden mit Skalaren multipliziert, wobei sich ihre Léange
andern und die Richtung umgedreht werden kann.

2.3.2 Die Koordinatendarstellung

Pfeile sind zwar sehr anschaulich und eignen sich gut fiir Abbildungen in Biichern, aber es
lasst sich mit ihnen im Computer schlecht rechnen, und wir werden spiter sehr viele Rech-
nungen mit Vektoren durchfiihren. Darum ist eine Darstellungsweise sinnvoll, die nur mit
Zahlen auskommt. Dazu definieren wir uns ein Koordinatensystem.

Das Koordinatensystem hat einen Koordinatenursprung (dies ist ein Punkt) und n Koordi-
natenachsen (dies sind Richtungen). n steht fiir die Dimension des Raums, in dem wir
arbeiten mochten (zum Beispiel n =3 im Dreidimensionalen). Die Achsen schneiden sich
im Ursprung. Wenn sie alle orthogonal (senkrecht) zueinander sind, dann spricht man von
einem kartesischen Koordinatensystem.

Aus der Schule sollte jeder das zweidimensionale kartesische Koordinatensystem kennen.
Dies ist das am hdufigsten verwendete Koordinatensystem, da es sehr intuitiv ist. Seine
Achsen werden tblicherweise als x- und y-Achse bezeichnet, wobei die x-Achse nach
rechts und die y-Achse nach oben zeigt.

Das zweidimensionale kartesische Koordinatensystem ldsst sich denkbar einfach auf drei
Dimensionen erweitern, indem man eine dritte Achse, die z-Achse einfiihrt, die senkrecht
zu den beiden anderen Achsen ist und in die Tiefe zeigt. (Natiirlich ist dann die grafische
Darstellung auf einem Blatt Papier nicht mehr eindeutig)
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Abbildung 2.9 Zwei- und dreidimensionales kartesisches Koordinatensystem

Wir werden von nun an immer das hier gezeigte 3D-Koordinatensystem verwenden, bei
dem die x-Achse nach rechts, die y-Achse nach oben und die z-Achse in die Tiefe zeigt. Es
wird auch als linkshdndiges Koordinatensystem bezeichnet. Wir wihlen dieses Koordina-
tensystem, da es bei Direct3D der Standard ist.

Man kann die Anordnung der drei Achsen mit dem Daumen (y), dem Zeigefinger (z) und
dem Mittelfinger (x) der linken Hand nachbilden. Alternativ kann man sich vorstellen, das
Koordinatensystem wie eine Schraube zu drehen, und zwar von x nach y. Eine Schraube
mit Rechtsgewinde wird sich in einem rechtshindigen Koordinatensystem in Richtung z
bewegen.

Die Vektoren, die entlang den Achsen verlaufen, nennt man auch Basisvektoren.

Mit einem Koordinatensystem, auf das wir uns beziehen, konnen wir nun Vektoren nur mit
Hilfe von Zahlen beschreiben. Diese Zahlen werden Komponenten genannt. Man kann sie
auf verschiedene Arten darstellen, zum Beispiel so:

a=(a, a,, a,) oderd=|a,

Hier sind g, , a, und a, die Komponenten des Vektorsda . Es ist also ein dreidimensionaler
Vektor, da es drei Stiick sind. Es ist iiblich, die Komponenten mit demselben Buchstaben
wie die Vektorvariable zu bezeichnen, aber ohne den Vektorpfeil und mit tiefgestelltem
Index, der die Nummer der Komponente angibt. Da wir die Komponenten als Koordinaten
betrachten, werde ich im Folgenden auch von den Koordinaten eines Vektors sprechen
statt von den Komponenten.

Im Prinzip ist es egal, in welcher der beiden Formen man einen Vektor schreibt. Die Dar-
stellung als Zeile (links) eignet sich besser zum Abdrucken innerhalb eines Texts, dafiir
sieht die Spaltendarstellung schoner aus.
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Wie erhdlt man aus den Koordinaten nun wieder einen Vektor? Das ist relativ einfach.
Wenn X, y und Z die Basisvektoren des Koordinatensystems sind, auf das sich die Koordi-
naten beziehen, dann erhélt man den urspriinglichen Vektor durcha, -X+a, -y +a,-Z. Das
heifit: wir gehen g, Einheiten entlang der x-Achse, dann a, Einheiten entlang der y-Achse
und zum Schluss a, Einheiten entlang der z-Achse. Natiirlich kann die Reihenfolge beliebig
vertauscht werden.

Abbildung 2.10 Der Vektor (4, 2, 3) im dreidimensionalen kartesischen Koordinatensystem

Ein paar Beispiele fiir die Koordinatenschreibweise:

A @ m
<~
o

X

Abbildung 2.11 Vektorpfeile mit ihrer Koordinatendarstellung

Die Koordinatendarstellung der Basisvektoren X , ¥ und Z ist:

11
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1 0 0
=0 y=|1 z=|0
0 0 1
Die Koordinaten des Koordinatenursprungs sind:
0
0-X+0-5+0-2={0|=0
0

2.3.3 Orts- und Richtungsvektoren

Mit einem Vektor kann man sowohl eine Position (einen Punkt) als auch eine Richtung
beschreiben, aber nicht beides gleichzeitig. Als Richtungsvektor betrachtet wiirde der Vek-
tor(1 0)beispielsweise fiir die Richtung ,,rechts* stehen und (—1 1) fiir ,,links oben®. Die
Lénge des Vektors kann in physikalischen Anwendungen zum Beispiel als Geschwindig-
keit interpretiert werden.

Um einen Vektor als Position zu interpretieren (Ortsvektor), wandert man einfach vom
Koordinatenursprung aus entlang des vom Vektor beschriebenen Pfeils. Die Stelle, an der
man dann ankommt, ist die gesuchte Position. Beispielsweise konnte in der Abbildung der
Vektor(4 2 3) als Richtung (das wire die Richtung des Pfeils) oder als Position (das
wire die Position der Pfeilspitze) aufgefasst werden.

Wenn man die Ortsvektoren zweier Punkte 4 und B kennt und nun an der Richtung inte-
ressiert ist, mit der man von 4 nach B gelangen kann, dann muss man einfach nur die Orts-
vektoren der Punkte 4 und B voneinander subtrahieren. Den Richtungsvektor von A nach B
schreibt man auch 4B :

AB=B-4

A+AB=A+B-A=5B
Wichtig ist, dass ein Vektor immer nur eins von beidem darstellt, nicht Position und Rich-
tung gleichzeitig!
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Abbildung 2.12 Die Punkte A und B mit den Ortsvektoren ;1 und E und dem RichtungsvektorA—B,
der von A nach B zeigt

Orts- und Richtungsvektoren unterscheiden sich duferlich natiirlich nicht voneinander.
Darum muss man sich immer im Klaren dariiber sein, mit welcher Art man es zu tun hat,
um dann die richtigen Berechnungen durchzufiihren.

Rechnen mit Koordinaten

Vorhin haben wir Vektoren durch das Aneinanderlegen von Pfeilen addiert und subtrahiert
und die Multiplikation mit Skalaren durch eine Streckung der Pfeile realisiert. Selbstver-
standlich kann man diese Berechnungen auch mit der Koordinatendarstellung anstellen.

Wir wollen als Beispiel die Vektoren (1, 3) und (3, 7) addieren. Stellen wir uns dazu die
Vektoren zunéchst noch einmal als Pfeile vor. Der eine Pfeil zeigt eine Einheit nach rechts
und drei nach oben, und der andere zeigt drei Einheiten nach rechts und sieben nach oben.
Zum Addieren legen wir den einen Pfeil an die Spitze des anderen, wandern folglich ins-
gesamt 1 + 3 = 4 Einheiten nach rechts und 3+ 7 = 10 Einheiten nach oben.

HEEEM

Um zwei Vektoren zu addieren, muss man also nur ihre Koordinaten addieren. Das geht
natiirlich auch mit dreidimensionalen Vektoren. Es gilt:

13
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X N Xt 0
{xlj {Jﬁ) [xl+ylj
+ = und | x, |[+| ¥, [=| X, +,
X, V) X, T,

X3 V3 X3+,
allgemein:
X By X+
x'z + y'z _ Xy 'f'yz
x’l yn xll +yﬂ

Wir werden es in diesem Buch normalerweise nur mit zwei-, drei- oder vierdimensionalen
Vektoren zu tun bekommen, aber man sollte trotzdem wissen, dass beliebig viele Dimensi-
onen moglich sind. Zahlen kann man tibrigens als eindimensionale Vektoren betrachten.

Die Subtraktion von Vektoren in Koordinatenform funktioniert analog zur Addition, nur
dass das + durch ein — ersetzt wird.

AuBlerdem ist es natiirlich auch moglich, zwei Vektoren komponentenweise miteinander zu
multiplizieren. Diese Art der Multiplikation kommt jedoch eher selten vor. Wir wollen sie
mit dem Multiplikationsstern (*) darstellen.

Betrachten wir noch die Multiplikation mit einem Skalar, die in der Pfeildarstellung ja zu
einer Streckung, Stauchung oder Umkehr des Pfeils fithrt. Wir wollen das Produkt aus dem
Vektor (1, 2, —8) und der Zahl —2 berechnen. Dazu miissen wir einfach nur alle Koordina-
ten mit —2 multiplizieren:

1 -2
-2 2 |=|-4
-8 16
Offensichtlich gilt:
X, rex,
X, rex,
r-( J:( ]und% X, |=|r-x,
X, reX,
X, rex,
allgemein:
X, rex
X, rX,
re =
X reX

Einen Vektor kann man auch durch eine Zahl dividieren. Dazu multipliziert man ihn ein-
fach mit dem Kehrwert der Zahl.
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Wie Sie sehen, ist das Rechnen mit Koordinaten ziemlich einfach und intuitiv. Sie werden
als Néchstes noch ein paar weitere Eigenschaften und Operationen von Vektoren kennen
lernen, die in der 3D-Grafik sehr wichtig sind.

2.3.4 Die Vektorlange

Die Lénge eines Vektors kennen wir bisher nur von der Pfeildarstellung. Dort entspricht
sie der Lénge des Pfeils. Statt der Lange kann man auch vom Betrag sprechen und schreibt
daher die Lénge des Vektors ¥ als |)?| .

Berechnen der Vektorlange mit dem Satz des Pythagoras

In der Koordinatenform kann die Lénge eines Vektors mit Hilfe des Satz des Pythagoras
berechnet werden. Diesen Satz sollte eigentlich jeder kennen. Er besagt, wie man in einem
rechtwinkligen Dreieck die Lénge einer Seite berechnen kann, wenn die Langen der beiden
anderen Seiten bekannt sind.

Wenn a, b und c¢ die Seiten eines rechtwinkligen Dreiecks sind, wobei die Seite ¢ die Hy-
potenuse ist (sie liegt dem rechten Winkel gegeniiber), dann gilt:

a*+b* =¢*

Infolgedessen lisst sich die Seite ¢ durch/a’ +b* berechnen.

b2

Abbildung 2.13 Mit dem Satz des Pythagoras lasst sich die Lédnge einer Seite eines rechtwinkligen
Dreiecks ausrechnen, wenn die Langen der beiden anderen Seiten bekannt sind.

Nehmen wir zum Beispiel die Seitenlédngen @ = 3 und b = 4. Wie lang ist dann die Seite c?

15
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A =a’+b*=3"+4>=25
c=\/2_5=5
¢ hat also die Lange 5.

Nun mdochten wir die Lange des Vektors(7 S)berechnen. Der Satz des Pythagoras lésst
sich hier sehr einfach anwenden, indem man aus dem Pfeil des Vektors, dessen Lange wir
suchen, ein rechtwinkliges Dreieck erzeugt:

7
0
Abbildung 2.14 Der Pfeil, dessen Lange gesucht ist, als Hypotenuse eines rechtwinkligen Dreiecks

Die Langen der beiden anderen Seiten entsprechen offensichtlich den Koordinaten des
Vektors, also 7 und 5. Darum gilt fiir die Lénge des Vektors:

7
5
Dieses Berechnungsschema, also das Aufsummieren der Quadrate der Koordinaten und

das anschlieBende Ziehen der Wurzel, funktioniert fiir beliebige Dimensionen:

2

=7%+5% und somit

7
[sj‘ =77 +5* =74 ~8.6

X

x
1
={x +x" und || x, | =4/ +x," +x.
X,
X3
allgemein:
'x]
x n
2
=i b = D
i=l1
xn

Das Quadrat der Lénge eines Vektors X, also|?c 2 , schreibt man auch einfach als ¥* . Man
kann hier die Betragsstriche weglassen. Warum man das tun kann, werden wir spiter noch
sehen.

16
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Entfernung zwischen zwei Punkten

Da wir nun die Lange eines Vektors berechnen konnen, ist es auch ganz leicht moglich, die
Entfernung zwischen zwei Punkten zu bestimmen. Die Entfernung zwischen zwei Punkten
A und B ist ndmlich die Léinge des Vektors 4B = B — A . Ein Beispiel:

4 0
A=|7 |undB=| 8
11 15
0) (4) (-4
AB=B-A=|8 |-| 7 |=
15) (11 4

[4B[ =(-a) +1+ 4

‘E‘ = (4 + 1 +4 =33~5.74

Die Entfernung zwischen 4 und B betrégt folglich ungeféhr 5.74 Einheiten.

Mittelpunkt einer Strecke

Stellen wir uns wieder zwei Punkte 4 und B vor. Nun wollen wir wissen, welcher Punkt M
genau in der Mitte auf der Strecke zwischen den Punkten liegt. Dazu beginnen wir beim
Punkt A und wandern von dort aus die Hélfte von 4B weiter:

M=A+1 4B
= A+%-(B-4)
:%A.}.%B
_A+B

2

Man kann also einfach den ,Mittelwert” der Vektoren 4 und B berechnen und erhilt den
Ortsvektor des Streckenmittelpunkts.

Normierte Vektoren

Ein Vektor X heit normiert oder FEinheitsvektor, wenn seine Lange 1 ist, also
wenn|?c| =1gilt. Normierte Vektoren haben gewisse Eigenschaften, die wir spiter noch
kennen lernen werden.

Man kann einen Vektor normieren, indem man ihn durch seine Lange teilt. Fiir den Null-
vektor 0 funktioniert das natiirlich nicht, da dies eine Division durch Null bedeuten wiirde.
Ist also ein Vektor X # 0 gegeben, dann kann der dazugehorige Einheitsvektor7 wie folgt
berechnet werden:

17
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=1
Il
E| =

Der Vektor 7 zeigt in dieselbe Richtung wie X , hat aber eine Lange von 1. Stattdessen kann
man auch X, schreiben. Die tiefgestellte Null zeigt, dass der Vektor normiert ist.

Normierte Vektoren werden meistens als Richtungsvektoren betrachtet. Ein normierter
Richtungsvektor enthélt lediglich eine Richtungsinformation und zum Beispiel keine Ge-
schwindigkeitsangabe. Jemand konnte sagen: ,,Ich fahre gerade in Richtung Westen®. Hier
ist nur eine Richtungsangabe gemacht worden, und unter der Annahme, dass Westen links
ist, konnte man diese Richtung als (-1, 0) darstellen.

Wenn nun aber gesagt wird: ,,Ich fahre gerade mit 240 km/h in Richtung Westen“, dann
haben wir neben der Richtungsangabe auch eine Aussage iiber die Geschwindigkeit und
konnten dies als Vektor (—240, 0) schreiben.

2.3.5 Das Skalarprodukt

Wir haben schon zwei Operationen kennen gelernt, die sich mit Vektoren durchfiihren
lassen: die Addition zweier Vektoren und die Multiplikation eines Vektors mit einem Ska-
lar. Dies sind aber nicht die einzigen Operationen. Eine weitere ist das Skalarprodukt, auch
inneres Produkt und im Englischen dot product genannt.

Das Skalarprodukt verkniipft zwei Vektoren zu einem Skalar. Mit seiner Hilfe lassen sich
beispielsweise Winkel zwischen zwei Richtungsvektoren berechnen. Das Skalarprodukt
wird mit einem Punkt notiert, zum Beispiel @ eb . Ich habe mich dafiir entschieden, den
Punkt fiir das Skalarprodukt dicker darzustellen als den fiir die normale Multiplikation von
Zahlen. Dieser Punkt kann aber, so wie der Multiplikationspunkt bei Zahlen, weggelassen
werden. In der linearen Algebra ist das Skalarprodukt wie folgt definiert:

X i
Y2 <
o =Xy Hxy, Xy, =D Xy,
. i=1

xn yn

Das bedeutet: die Koordinaten der Vektoren werden miteinander multipliziert, und die
Produkte werden aufsummiert. Ein paar Beispiele:
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(e

4\ (1

~1|e| 1|=4-1+(-1)-140-2=3
0) 2

1) (0
0l¢|0|=1:0+0-0+0-1=0

0) \1

Das ,,Quadrat” eines Vektors

Vor ein paar Seiten wurde gesagt, dass man das Quadrat der Lange eines Vektors, also |)?|2 ,
auch als ¥* schreiben kann. ¥’ bedeutetX ex, also das Skalarprodukt des Vektors ¥ mit
sich selbst. Rechnen wir einmal nach, was dabei herauskommt:

2 2
x] ‘xl ‘xl xl
X X. X. 1 X
2 _ 2 2| _ _ .2 2 2 _ 2 _ 2
= ° . —x1x1+x2x2+...+xnxn—x1 +x2 +"'+xn = X, =
. i=l1
Xy X X Xy

Wie man sieht, gilt tatsichlich ¥* = |3?|2 Man kann das Quadrat der Vektorldnge (und da-
mit natiirlich auch die Vektorldnge selbst) folglich mit Hilfe des Skalarprodukts berechnen.

Eigenschaften des Skalarprodukts

Das Skalarprodukt ist, genau wie die Vektoraddition und die Multiplikation mit Skalaren,
kommutativ. Es gilt also X ® y = y e X . Das ldsst sich leicht zeigen:

X Y N X
X w w X
55.)7: :2 ° y:z :zxiyi:Zyi = y:z ° :2 :j}o)_c'
: : i-1 im1 : :
Xy Y Y X

Eine weitere Eigenschaft ist die Distributivitit beziiglich der Vektoraddition (und der Vek-
torsubtraktion). Das heif3t:

AuBerdem gilt das Assoziativgesetz der Skalarmultiplikation:
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(r-ﬁ)OE = r~<505)250<r-5)
Mit dem Skalarprodukt ldsst sich also fast genauso rechnen wie man es von der normalen
Multiplikation kennt.

Winkel berechnen

Bislang diirfte es schwer fallen, sich unter dem Skalarprodukt etwas vorzustellen. Das wird
sich nun dndern, denn es gibt noch eine dquivalente Definition fiir das Skalarprodukt, die
im euklidischen Raum gilt (in dem wir schon die ganze Zeit rechnen). Diese Definition
lautet wie folgt:

X =|%[-|5]-cos £(%, )

A (%, y)steht hierbei fiir den Winkel zwischen den (Richtungs-)Vektoren X und y . Welche
Aussage macht diese Gleichung? Das Skalarprodukt aus zwei Vektoren steht offenbar in
einem Verhéltnis zum Kosinus des Winkels, den diese beiden Vektoren einschlieBen. Als
Faktoren treten dabei die Léngen der Vektoren auf.

Wenn wir die Gleichung durch Umformen und mit Hilfe der Umkehrfunktion des Kosinus
nach £ (X, y)auflosen, konnen wir den Winkel zwischen zwei Vektoren sofort berechnen:

|31

=1
<

£ (X, y) = arccos

=1

Wenn ¥ und § normiert sind, dann gilt|¥|-|3| =1 und daher £ (¥, ¥) = arccos (¥ e 7).

Wir wollen diesen Zusammenhang zwischen dem Skalarprodukt, den Vektorlingen und
dem Winkel anhand eines Beispiels iiberpriifen, indem wir den Winkel zwischen zwei
Vektoren ausrechnen.

y
A

t ot

Abbildung 2.15 Gesucht ist der Winkel zwischen den beiden Vektoren X und y .
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Man konnte den Winkel jetzt messen, aber wir wollen ihn mit Hilfe des Skalarprodukts
berechnen (denn ein Computer hat normalerweise kein Geodreieck zur Hand). Dafiir miis-
sen wir nur die beiden Vektoren in die zuvor genannte Gleichung einsetzen:

LN

= arccos = arccosi ~ 0.945

V5427 1P 4+ 4 /493
Der gesuchte Winkel ist demnach ungefahr 0.945. Aber Vorsicht, denn dies ist kein Win-
kel in Grad, sondern im Bogenmaf;. Um vom Bogenmall nach Grad umzurechnen, muss
man mit dem Umrechnungsfaktor & ~ 57.296° multiplizieren, umgekehrt durch ihn divi-
dieren. Unser Ergebnis von 0.945 im Bogenmal} entspricht also ungefihr 54.14°. Wer es
nicht glaubt, darf den Winkel in der Abbildung gerne nachmessen.

K()?, )7) = arccosg = arccos
[#-[71

Diese Eigenschaft des Skalarprodukts kommt in der 3D-Grafik zum Beispiel beim Berech-
nen der Beleuchtung zur Anwendung, denn dort ist man meistens am Winkel interessiert,
in dem die virtuellen Lichtstrahlen auf die Oberfliche eines Objekts treffen.

Mit dem Skalarprodukt kann man auch sehr leicht testen, ob zwei Vektoren orthogonal
(senkrecht) zueinander sind. Wenn das der Fall ist, dann betrigt der Winkel zwischen
ihnen genau 90°. Da der Kosinus von 90° Null ist und er als Faktor im Skalarprodukt ent-
halten ist, wird dadurch das ganze Ergebnis Null.

£(%,7)=90°<Xey=0
Ein paar Beispiele fiir orthogonale Vektoren:

- B0 [z OHE-

Wie man sich leicht {iberlegen kann, ist der Nullvektor zu jedem Vektor orthogonal.
Wenn a und b orthogonal zueinander sind, kann man das auch so schreiben:a L b .

Fiir einen zweidimensionalen Vektor ldsst sich sehr einfach ein Vektor finden, der senk-
recht auf ihm steht und dieselbe Léange hat. Dafiir vertauscht man die Koordinaten und
andert bei einer davon das Vorzeichen:

X X
. le-(—x2)+x2~x]:—x1x2+x2x]:0

Xy

Analog lésst sich neben der Orthogonalitét auch die Parallelitdt zweier Vektoren mit Hilfe
des Skalarprodukts bestimmen. Wenn zwei Vektoren parallel sind, dann sind sie Vielfache
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voneinander, unterscheiden sich also nur durch einen Faktor, und sie schlieen einen Win-
kel von 0° ein. Der Kosinus von 0° ist 1. Folglich entspricht das Skalarprodukt der Vekto-
ren in diesem Fall genau dem Produkt ihrer Léngen:

£(%,7)=0° < Xey=|x|-|7]

Y

Ein paar Beispiele fiir parallele Vektoren:

(IOJ.@j:sg:\/loz +4 52422 =

)

4
1 (2 1
e[ 2|=12=NP+1P+2° 22427 +4° =

2) (4 2

Sind G und b parallel, dann schreibt man aucha || b . Diese Schreibweise schlieBt aber auch
den Fall ein, dass die Vektoren entgegengesetzte Richtungen haben. Manchmal wird das
auch als Antiparallelitdt bezeichnet.

Projektion

Wir wollen noch eine vorerst letzte Anwendung des Skalarprodukts betrachten. In der
Abbildung wird ein Vektor v auf eine Gerade mit der Richtung i projiziert, und es ist nach
der Lénge des projizierten Vektors gefragt.

Abbildung 2.16 Wie lang ist die Projektion von v auf der von i festgelegten Gerade?

Um diese Frage beantworten zu konnen, teilen wir unseren Vektorv in zwei Komponen-
ten v, und v auf, wobei die Summe wieder v ergeben soll. v, soll dabei parallel zuu sein
und V¢ senkrecht zu i .



Abbildung 2.17 V wird in v, und V¢ aufgeteilt.

2.3 Vektoren

Wie man sieht, entspricht|17p| genau der gesuchten Lange. Um den Vektor v, zu berechnen,
stellen wir ihn als Vielfaches von i dar. Das konnen wir tun, weil v, per Definition ja paral-

lel zu i ist:

Weiterhin haben wir definiert:

Vp =1

Vp Vg =V

Und da v senkrecht zu ii sein soll:

Unter Verwendung dieser drei Gleichungen ergibt sich:

Veeii=0

=V

‘u<1
+

N

Vp

o
Il

—~
<i
|
T o<
<y
S—" ~
[ ]
=y
Il

M<l
Il
<y

~ <li
Il é
|
<
:'L ° |
N
°
<)
(8]
Il
(=

M

2

3)

2

M
3)

Wegen (1) ist die Linge vonv,, und damit unsere gesuchte Lénge, r-mal so gro wie die
Lénge vonii . Wennii normiert ist, giltii> = 1und damitr = |\7P| =V e . Das Skalarprodukt
gibt in diesem Fall also sofort die projizierte Lénge an.

Ich entschuldige mich fiir all diese Formeln, aber dieses Beispiel ist wirklich hilfreich, um
den Umgang mit dem Skalarprodukt zu iiben, und es ist auch in der Spieleprogrammierung
nicht ganz unniitz. Beispielsweise kann man auf diese Weise das ,,entlang-Sliden* an einer
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Wand umsetzen oder die Richtung eines Strahls berechnen, der an einer Oberflache reflek-
tiert wird.

2.3.6 Das Kreuzprodukt

Neben dem Skalarprodukt gibt es noch eine weitere Operation. Sie verkniipft Vektoren zu
einem neuen Vektor und wird Kreuzprodukt (auch Vektorprodukt) genannt. Wir betrachten
das Kreuzprodukt nur fiir dreidimensionale Vektoren. Dort ist es eine zweistellige Operati-
on, das heilit es verkniipft zwei Vektoren.

Das Kreuzprodukt wird mit einem Multiplikationskreuz geschrieben: X x y (,, X kreuz y ).
X x y liefert einen Vektor, der sowohl zu X als auch zu y senkrecht ist, also:

(¥xy)ex=0 und (¥xy)ey=0
Es lasst sich wie folgt berechnen:

X Y X3 = X350,

Xy |X| Vo | =] XV =X )s

X3 V3 X1y = X0

Nun gibt es im allgemeinen Fall nicht den einen Vektor, der zu X und y senkrecht ist, son-
dern unendlich viele (wenn das fiir einen Vektor gilt, gilt es auch fiir alle seine Vielfa-
chen). Welchen davon liefert das Kreuzprodukt? Hier hilft uns die folgende Definition:

Xxy=|x||j]-sin £(%, 7)-7,

£ (X, y)ist hier wieder der Winkel zwischen X und y , und 7, ist der zu X und y senkrechte
Einheitsvektor. 7, hat also die Lange 1. Aus dieser Definition folgt fiir die Lénge des
Kreuzprodukts: |¥ x 3| =|%|-|3] -sin £ (%, ).

Jetzt kennen wir die Liange des Ergebnisvektors, den das Kreuzprodukt liefert, aber in
welche Richtung zeigt er? Das ist immer noch nicht eindeutig, denn es gibt im Allgemei-
nen zwei Einheitsvektoren, die senkrecht zu zwei anderen Vektoren sind. Diese beiden
Kandidaten fiir 7 haben entgegengesetzte Richtungen.

Da wir mit einem linkshdndigen Koordinatensystem arbeiten, konnen wir die Linke-Hand-
Regel verwenden, um die Richtung von X x ¥ zu bestimmen. Dazu nimmt man die linke
Hand und streckt Daumen, Zeige- und Mittelfinger senkrecht zueinander aus. Der Mittel-
finger steht fiir den Vektor X , der Daumen fiir y und der Zeigefinger fiir X x y .
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Abbildung 2.18 Die Linke-Hand-Regel erlaubt es, die Richtung des Kreuzprodukts zu bestimmen.

In unserem dreidimensionalen kartesischen Koordinatensystem ist beispielsweise die z-
Achse das Kreuzprodukt aus der x- und der y-Achse.

Eigenschaften des Kreuzprodukts

Das Kreuzprodukt ist im Gegensatz zum Skalarprodukt nicht kommutativ! Wenn man die
Operanden vertauscht, dndert sich das Vorzeichen des Ergebnisvektors:

Xxy=—(yx¥)

Das kann man daran erkennen, dass die Berechnung jeder Koordinate mit Hilfe der Sub-
traktion funktioniert, die ebenfalls diese Eigenschaft hat.

Die Distributivgesetze gelten jedoch fiir das Kreuzprodukt:
ax(b+¢)=dxb+axe
(@+b)xe=axc+axb
Das Assoziativgesetz der Skalarmultiplikation gilt ebenfalls:
(r'&)xI; = r-(&'xl}) = &x(rl;)

Wenn das Kreuzprodukt von zwei parallelen Vektoren gebildet wird, dann ergibt sich der
Nullvektor:
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Flachenberechnung mit dem Kreuzprodukt

Eine Anwendung des Kreuzprodukts ist die Berechnung der Fliachen von Parallelogram-
men und Dreiecken. Die Linge von X x y entspricht ndmlich der Flidche des Parallelo-
gramms, das durch die Vektoren X und y aufgespannt wird.

A =|fc><)7|

e

X

Abbildung 2.19 Der Betrag des Kreuzprodukts entspricht der Flache des Parallelogramms.

Matrizen

26

2.4.1 Welcome to the Matrix

Matrizen sind in der 3D-Grafik genauso wichtig wie Vektoren. Mit ihnen kann man Objek-
te auf einfache Weise im Raum verschieben, drehen, strecken, stauchen, spiegeln oder
projizieren — allesamt wichtige Dinge bei Spielen. Aber was ist eine Matrix iiberhaupt?
Jedenfalls haben Matrizen nichts mit dem gleichnamigen Film zu tun.
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Die Matrix als Tabelle

Eine Matrix ist sozusagen die nichste Stufe eines Vektors. Einen Vektor haben wir entwe-
der als Zeile oder als Spalte von Komponenten dargestellt, also als eindimensionale An-
ordnung. Eine Matrix hingegen hat Zeilen und Spalten, wie eine Tabelle. Die Eintrige
nennt man wie bei Vektoren auch Komponenten.

Eine Matrix mit m Zeilen und n Spalten wird auch als mxn-Matrix bezeichnet (gespro-
chen: ,,m-mal-n-Matrix“ oder ,,m-kreuz-n-Matrix“). Wenn die Matrix gleich viele Zeilen
wie Spalten hat, nennt man sie quadratisch.

Variablen, die fiir Matrizen stehen, schreibt man meistens mit Gro3buchstaben. Die Kom-
ponenten einer Matrix schreibt man, wie bei den Vektoren, als Kleinbuchstaben mit tiefge-
stelltem Index. Der Index enthélt zuerst die Zeilennummer und dann die Spaltennummer
der Komponente.

Ein Beispiel fiir eine 3x4-Matrix:

A=|a, a, ay ay

a}l a32 a33 a34

Achtung: a,, ist nicht als ,,a dreiundzwanzig® lesen, sondern als ,,a zwei, drei*!

Die Anzahl der Zeilen m nennt man auch Zeilendimension, die Anzahl der Spalten n auch
Spaltendimension einer Matrix. Die Zeilen und Spalten einer Matrix kann man als Vekto-
ren auffassen. Man nennt sie daher auch Zeilenvektoren und Spaltenvektoren. Der zweite
Zeilenvektor der Matrix von vorhin wire (a,,, a,,, @y, a,,).

2.4.2 Rechnen mit Matrizen

Auch fiir Matrizen ist eine Reihe von Rechenoperationen definiert. Fiir manche davon
kann man die Definition von den entsprechenden Vektoroperationen iibernehmen.

Addition und Subtraktion

Man addiert zwei Matrizen, indem man ihre Komponenten addiert. Die Matrizen miissen
dieselbe Zeilen- und Spaltendimension haben, ansonsten lassen sie sich nicht addieren.

27



2 Einfiihrung in die 3D-Grafik

4y G 4 b, b, b, a,+b, a,+b, a,+b;
Ay Gy Gy || by by by |=|ay+by ay+b,  ay+by,
a; 43 Ay by, by, by ay +by ay, +by,  ay+by
allgemein:
ay A, b, b, a,+b, ... a,+b,
: N S I S : '
A 4y, bml e bmn a, + bml 4, T bmn

Bei der Subtraktion werden die Komponenten subtrahiert, ansonsten bleibt alles gleich.
Verkiirzt konnte man auch schreiben:

C=A4+8B C=A4-B

¢, =a,+b; ¢, =a;—b;

y

Ein Beispiel fiir die Addition von Matrizen:
1 5 2 0 35
+ =
-5 2 -1 3 -6 5

Multiplikation mit Skalaren

Eine Matrix wird mit einem Skalar multipliziert, indem man ihre Komponenten mit ihm
multipliziert:

Zum Beispiel:
A 70 -1y (28 0 —4
22 3) (8 8 12

Kommen wir nun zur Multiplikation von Matrizen. Man kann sie mit dem Skalarprodukt
bei Vektoren vergleichen. Darum werde ich fiir die Matrixmultiplikation ebenfalls den
dicken Punkt als Operatorzeichen verwenden.

Matrixmultiplikation

28
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Sei A eine/x m -Matrix und B eine m x n -Matrix (4 hat also so viele Spalten wie B Zeilen
hat). Dann kénnen 4 und B miteinander multipliziert werden, und das Produkt ist ei-
ne/xn -Matrix C. Diese Matrix C hat demnach so viele Zeilen wie 4 und so viele Spalten
wie B.

Zur Berechnung des Eintrags ¢, bildet man das Skalarprodukt aus dem i-ten Zeilenvektor
von 4 und dem j-ten Spaltenvektor von B:

C=4eB
-~ [
Ixn Ixm  mxn

Zum Beispiel:
1

1 3 2
of -1

0 -1 4
-2

1143 (<1)+2-(2) | 1-2+3-3+2:0 | 1-1+3-442-5 | 1.0+3-2+21
0-1+(—1)-(—1)+4-(—2)|0-2+(—1)-3+4-o|0-1+(—1)-4+4-5|o-0+(—1)-2+4-1

-6 11 23 SJ

S W N

10
4 2
51

-7 -3 16 2

Die Trennlinien in der zweiten Zeile haben keine Bedeutung, sie sollen nur die Lesbarkeit
verbessern. Schauen Sie sich zur Verdeutlichung die folgende Abbildung an.

1) (1
3lef4|=1-1+3-44+2-5=23
25\
3. Spalte
] 1. Zeile,
1. Zeile 3. Spalte
2/1 0
1 3 2 -6 11 23 8
oo -1 3 4 2|=
0 -1 4 -7 -3 16 2
-2 05 1

Abbildung 2.20 Die 23 in der Ergebnismatrix befindet sich in der 1. Zeile der 3. Spalte. Sie entsteht
durch das Skalarprodukt aus dem 1. Zeilenvektor der ersten Matrix und dem 3. Spaltenvektor der
zweiten Matrix.
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Die Matrixmultiplikation ist nicht kommutativ! Im Allgemeinen gilt also fiir Matri-
zen Ae B # Be 4. Die beiden Matrizen aus unserem Beispiel konnte man auch gar nicht
andersherum multiplizieren, da dann die Spaltendimension der ersten Matrix nicht mit der
Zeilendimension der zweiten Matrix {ibereinstimmen wiirde.

Das Assoziativgesetz gilt aber:

(AeB)eC=Ae(BeC)

Die Einheitsmatrix

Wenn man zwei quadratische Matrizen multipliziert, dann ist das Ergebnis wieder eine
quadratische Matrix identischer Grofie. So wie die Multiplikation einer Zahl mit 1 diese
Zahl nicht verandert, gibt es auch bei den Matrizen ein neutrales Element der Multiplikati-
on. Dies ist die Einheitsmatrix. Man nennt sie manchmal auch Identitdtsmatrix. Sie wird
mit dem Buchstaben E oder I (Identity) bezeichnet.

Die Einheitsmatrix enthilt in ihrer Hauptdiagonalen (sie verlduft von links oben nach
rechts unten) nur Einsen, und die restlichen Eintrdge sind mit null:

1 0 ... 0
1 0 0
1 0 01 0 O
, = E,=0 10 E =|. . .
0 1 0 :
0 0 1
0 0 1
n Spalten
Fiir alle Matrizen 4 gilt:
AeE=FeA=4

Eine Matrix mit der Einheitsmatrix zu multiplizieren hat also keine Wirkung, wie man
leicht nachvollziehen kann. Dabei ist es egal, ob die Einheitsmatrix von links oder von
rechts multipliziert wird.

2.4.3 Weitere Operationen

Invertierbarkeit einer Matrix

Wir wollen spéter auch Matrizen ,,dividieren* konnen. Dazu ist es notwendig, den ,,Kehr-
wert® einer Matrix zu berechnen (sie zu invertieren oder umzukehren). Bei den Zahlen ist
zum Beispiel ;; der Kehrwert von 42, denn;-42 =1. Die 1 ist bei den Zahlen das neutrale
Element der Multiplikation, wie vorhin schon erwéhnt wurde. Man bezeichnet den Kehr-
wert daher auch als multiplikatives Inverses. Etwas Ahnliches kann man, unter bestimmten
Voraussetzungen, auch mit Matrizen machen. Man kann also zu gewissen Matrizen eine
inverse Matrix mit derselben Zeilen- und Spaltendimension finden, so dass das Produkt der



2.4 Matrizen

beiden die Einheitsmatrix ergibt (denn sie ist bei den Matrizen das neutrale Element der
Multiplikation). Die Inverse einer Matrix 4 schreibt man allerdings nicht L , sondern A"

Wenn es zu einer Matrix 4 eine Inverse A gibt, so dass 4e 4™ = 4™ e A= E gilt, dann
nennt man die Matrix invertierbar oder reguldr. Es sind jedoch nicht alle Matrizen inver-
tierbar. Welche Bedingungen miissen dazu erfiillt sein? Erst einmal ist es offensichtlich,
dass nur quadratische Matrizen invertierbar sein konnen, da auch die Einheitsmatrix quad-
ratisch ist. Schauen wir uns einmal eine Matrix an:

2 4
A =
8 6
Nun wollen wir 4™ berechnen. Da wir zunichst iiberhaupt nicht wissen, welche Werte
in 47" stehen miissen, damit 4e 4™ = E gilt, schreiben wir vier Variablen hinein.

2 4 , (a b
A= A=
8 6 c d

Ae A" =E
2 4) (a b 1 0
(8 6]°[c dj:(o 1]
2a+4c 2b+4d 1 0
[8a+6c 8b+6dj:[0 1)
Durch die letzte Zeile erhalten wir ein lineares Gleichungssystem (LGS), bestehend aus
vier Gleichungen mit vier Variablen:

2a+4c 2b+4d 1 0
(8a+6c 8b+6d]:[0 1j
= 2a+4c =1 A @D
2b+4d =0 A (10
8a+6¢c =0 A (I10)
8b+6d =1 Iv)
Wenn es uns gelingt, dieses LGS eindeutig zu 16sen, konnen wir die Werte fiir a, b, c und d

ausrechnen und erhalten somit die gesuchte inverse Matrix 4™ . Fiir die Losbarkeit eines
LGS gibt es drei Moglichkeiten:

® Das LGS hat genau eine Losung (es ist eindeutig).
® Das LGS hat unendlich viele Losungen.
® Das LGS hat keine Losung.

Nur im ersten Fall, also wenn es eine eindeutige Losung gibt, konnen wir die inverse Mat-
rix berechnen. In unserem Beispiel ist das der Fall. Wir kdnnen das LGS 16sen:
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@
3.(D)-2-(): -10a=3 = a=-03= c=2_04

— =
@

3-(ID-2-(IV): —10h=-2= h=02 = d==202-_0]

s -03 04
102 -01

L (2 4 -03 04 1 0
A-A = ° = =F
8 6 0.2 -0.1 0 1

In diesem Fall hat das Invertieren funktioniert, weil das LGS eindeutig 16sbar war. Aber
woran erkennt man das? Nun, zum Losen eines LGS darf man eine Gleichung mit einer
Zahl ungleich Null multiplizieren oder eine Gleichung durch die Summe dieser Gleichung
mit einer anderen Gleichung ersetzen. Damit ist es auch erlaubt, Gleichungen voneinander
abzuziehen, nachdem man sie mit Zahlen ungleich Null multipliziert hat. Das ist genau
das, was oben bei der Losung des LGS getan wurde. Um den Wert fiir die Variable a zu
erhalten, wurde zum Beispiel das Zweifache der dritten Gleichung (III) vom Dreifachen
der ersten Gleichung (I) abgezogen. Warum? Ganz einfach: weil dann die Variable ¢ weg-
fallt und nur noch —10a = 3 iibrig bleibt, woraus sich soforta = —0.3 ergibt.

Wir erhalten somit:

Das klappt aber nicht bei jedem LGS. Was wire zum Beispiel, wenn unsere Gleichungen
(I) und (IIT) so aussédhen:

2a+4c =1 A @D
8a+16c =0 (I10)

Wenn man genau hinsieht, erkennt man, dass die linke Seite von (III) das Vierfache der
linken Seite von (I) ist. Das bedeutet, dass wir keine Moglichkeit haben, die Gleichungen
so miteinander zu verkniipfen, dass eine der beiden Variablen wegfillt. Wenn wir jetzt die
Gleichung (I) mit 4 multiplizieren, erhalten wir:

8a+loc =4 A I
8a+16c =0 (I10)

Dieses LGS hat offensichtlich keine Losung, denn 8a + 16¢ kann nicht sowohl 4 als auch 0
sein. Wenn man (III) von (I') abzieht, erhélt man0 =4 .

Betrachten wir noch eine Variante:

2a+4c =1 A @
0a +0c =0 (11D

Die Gleichung (III) bedeutet einfach nur 0 = 0 und ist damit iiberfliissig. Es bleibt also nur
die Gleichung (I) iibrig — eine Gleichung mit zwei Variablen. Sie kann keine eindeutige
Losung haben, sondern hat unendlich viele, zum Beispiela =3 Ac=0o0dera=—3Ac=1.
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Daraus folgt, dass eine Matrix nur dann invertierbar ist, wenn sie keine Zeile und keine
Spalte besitzt, die nur aus Nullen besteht, und wenn keine Zeile oder Spalte als Linear-
kombination anderer Zeilen beziehungsweise Spalten darstellbar ist. Das bedeutet: man
darf eine Zeile oder Spalte nicht als Summe von Vielfachen anderer Zeilen oder Spalten
schreiben diirfen. Bei unserer Beispielmatrix trafen diese Bedingungen zu, darum konnten
wir sie invertieren.

Die Determinante

Die Determinante ordnet einer quadratischen Matrix eine Zahl zu (dhnlich wie die Vektor-
linge einem Vektor eine Zahl zuordnet). Die Determinante einer Matrix 4 wird
als det(A4) oder| 4| geschrieben.

Mit der Determinante einer Matrix kann man herausfinden, ob sie invertierbar ist, also ob
die oben aufgezdhlten Bedingungen zutreffen. Das ist sie ndmlich genau dann der Fall,
wenn die Determinante ungleich null ist.

Fiir 2 x 2 - und 3 x 3 -Matrizen kann man die Determinanten wie folgt berechnen (bei grofie-
ren Matrizen ist die direkte Berechnung eher unhandlich):

det| M H2 | B
€ =a,,ay — a4,
ay Gy

all alZ a13
alla22a33 + a12a23a31 + a13a21a32

det| a a a,, |=
21 22 23 — — —
031a22a13 a32a23a11 a33a21a12

a31 a32 a33
Fiir grofere Matrizen lésst sich die Determinante mit dem Laplaceschen Entwicklungssatz
rekursiv berechnen. Ich mochte hier aber nicht so tief ins Detail gehen.

Ein Beispiel fiir die Determinante einer 3 x 3 -Matrix:

2 2 1
_ 2:4:0+(-2)-5-3+1-1:3
detf 1 4 5 ©-3-4.1-3-5-2-0-1-(-2) ”
330

Invertieren von beliebigen Matrizen

Wir haben anhand eines Beispiels gesehen, wie man eine Matrix invertieren kann. Fiir
beliebige invertierbare 2x 2 - und 3x3 -Matrizen kann man die inverse Matrix wie folgt
berechnen:
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fir 2 x 2-Matrizen:
-1
A—l :(an alzj _ 1 ( ay _alz\J
a, a, det(A4) \-a, @,

fir 3 x 3-Matrizen:

-1
a4 4dp 4 Aplyy —Aply G303 —Apdsy Apdy; —Ady,

_]_ _ . _ _ _
A7 =\ ay, ay ay _det(A) Ay3Qy) — Ay 33 Gy G35 — 1305 Ay3dy) — Ay oy

a3 Ay Ay Ay Gy —Ayply s — 4y Ay, Ay =44y

In den Formeln spiegelt sich wider, warum sich nur Matrizen invertierten lassen, deren
Determinante ungleich null ist, denn sonst stdnde eine Null im Nenner.

Es gelten folgende Rechenregeln:

(4eB)'=B"e 4"

Betrachten wir noch einmal unsere 2 x 2 -Matrix von vorhin, um die Formel zu tiberpriifen:

2 4

A= = det(4)=2-6-8-4=-20
8 6

L (6 1 (6 -4) (03 02
Cdet(4) (-8 2) 20 -8 2) (04 -01

L (2 4) (=03 02) (1 0
A.A = [ ] = = E
8 6 04 0.1 0 1

Transponieren einer Matrix

Eine Matrix zu transponieren bedeutet ihre Zeilen und Spalten zu vertauschen. Der Ein-
trag @, wird dadurch zum Eintrag a; . Die Transponierte der Matrix 4 schreibt man A"

T
a, ... a, a, ... a

Zum Beispiel:



2.5

2.5 Transformation

Wenn eine Matrix A mit ihrer Transponierten identisch ist ( A" = 4 ), was natiirlich nur bei
quadratischen Matrizen der Fall sein kann, dann nennt man die Matrix symmetrisch. Ein
Beispiel fiir eine symmetrische Matrix ist die Einheitsmatrix £.

Fiir das Rechnen mit transponierten Matrizen gilt:
(A+B) =A"+B"
A" = (r . A)T
(47) =4
(AeB) =B e 4"

AuBerdem gilt folgender Zusammenhang zwischen dem Invertieren und dem Transponie-
ren: es macht keinen Unterschied, ob eine Matrix zuerst transponiert und dann invertiert
wird oder umgekehrt. Das heif3t:

() =(a")

Transformation

Bisher haben wir zwar schon ganz fleiig mit Matrizen herumgerechnet, aber ich habe
Thnen noch nicht viel dariiber gesagt, wofiir man sie eigentlich genau einsetzt. Dafiir miis-
sen wir ein bisschen weiter ausholen.

3D-Objekte werden meistens als Menge von Dreiecken gespeichert. Genauer gesagt spei-
chert man (unter Anderem) die Koordinaten der Eckpunkte dieser Dreiecke. Dabei handelt
es sich normalerweise um 3D-Vektoren. Nun mochte man das Objekt irgendwo in der
Szene platzieren, es in eine bestimmte Richtung schauen lassen oder seine Grofle anpassen.
Dazu miissen die Eckpunkte der Dreiecke transformiert werden. Eine Transformation kann
zum Beispiel eine Verschiebung (7ranslation), eine Drehung (Rotation), eine VergroBe-
rung/Verkleinerung (Skalierung), eine Scherung oder eine beliebige Kombination davon
sein. Die gespeicherten Daten dienen sozusagen nur als Schablone fiir das Objekt, und
durch eine geeignete Transformation kann es in der Szene platziert und gerendert werden.

Solche Transformationen lassen sich mit Hilfe von Matrizen durchfiihren. Eine Matrix
steht dabeli fir eine bestimmte Transformation.

2.5.1 Transformation eines Punkts

Wir transformieren einen Punkt P, dessen Ortsvektor P wir kennen, mit Hilfe einer Matrix
A, indem wir P mit A4 multiplizieren. Das Ergebnis ist der Ortsvektor des transformierten
Punkts Q. Der Punkt P wird also mit der Matrix 4 auf den Punkt O abgebildet.
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Aber wie kann man einen Vektor mit einer Matrix multiplizieren? Dazu fassen wir den
Vektor einfach als Matrix mit nur einer einzigen Zeile auf und fithren dann die normale
Matrixmultiplikation durch:

a4y 4y
13.14:(171» P> ]93)° Gy Gy Ay :(ql» 9> %)ZQ
a3 Ay dsy
wobei:
49, =P -a,tp, ay+ p;-ay
4 =P "G+ Dy ay t Psydy,
43 =Py a3+ Dy Ayt Pyrdsy
Die Eintrédge a; der Matrix 4 bestimmen, wie der Punkt P auf den Punkt Q abgebildet wird.
Eine solche Transformation nennt man iibrigens eine lineare Transformation. Aber wie
funktioniert das genau? Wie konnen wir damit Drehungen oder andere Transformationen
hinbekommen?

2.5.2 Matrizen als Koordinatensysteme

Schauen Sie sich noch einmal genau an, wie die Koordinaten ¢,, q,, ¢, des transformierten
Punkts O berechnet werden. Man kann die Rechnung auch in Vektorform hinschreiben:

a, ay, as
O=p-|a, |+py| ay |[+p5°| ay
a3 ay; as;

P> P,» P, sind die Koordinaten des untransformierten Punkts P, und die drei Zeilenvekto-
ren der Matrix A4 bilden nun die Achsen (Basisvektoren) eines Koordinatensystems. Die x-
Achse ist die erste, die y-Achse die zweite und die z-Achse die dritte Zeile. Die Matrix
bestimmt also, in welche Richtungen diese Achsen zeigen und wie lang sie sind.

Indem wir die Achsen in andere Richtungen zeigen lassen, konnen wir Objekte drehen
oder kippen, und indem wir die Lénge der Achsen dndern, konnen wir Streckungen, Stau-
chungen, Verkleinerungen und VergroBerungen erzielen. Durch Umdrehen einer Achse
erreicht man eine Spiegelung. Wie man die entsprechenden Matrizen genau erzeugt, wer-
den wir spéter sehen.

Die Einheitsmatrix E stellt sozusagen den ,,Normalfall eines Koordinatensystems dar. Auf
Grund ihrer Eigenschaft als neutrales Element bildet sie jeden Punkt auf sich selbst ab,
fiihrt also keine Transformation durch:

1 0
P.E:(ph P> p}). 0 1 :(p]’ D2 pS):P
0 0

- o O
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Die Achsen sind die gewohnlichen Achsen aus unserem Koordinatensystem, also:

2.5.3 Skalierung

Fangen wir mit der einfachsten aller Transformationen an: der Skalierung. Skalieren be-
deutet vergroflern oder verkleinern. Dazu gehen wir von der Einheitsmatrix aus und verin-
dern die Lange der Basisvektoren. Wir multiplizieren sie mit einem Skalierungsfaktor s
und dndern dadurch ihre Langen und drehen eventuell ihre Richtungen um. |s| > 1bedeutet
eine Vergroferung, 0 < |s| < 1bedeutet eine Verkleinerung. Wird s negativ, dann bedeutet
das zusitzlich eine Spiegelung am Koordinatenursprung. Unsere Skalierungsmatrix fiir den
Skalierungsfaktor s sieht also so aus:

M

s 00
Skalierung = 0 s O
0 0 s
Wenn alle drei Achsen gleichmiaBig skaliert werden, nennt man das eine uniforme Skalie-

rung. Natiirlich kann man auch verschiedene Skalierungsfaktoren fiir die Achsen verwen-
den, wodurch das Objekt gestaucht oder gestreckt wird.

s. 0 0
Skalierung = O Sy 0
0 s,

Transformieren wir nun einen Punkt mit dieser Matrix, dann bewirkt das, dass seine Koor-
dinaten mit den entsprechenden Skalierungsfaktoren multipliziert werden. Da die iibrigen
Eintrdge der Matrix null sind, geschieht sonst nichts:

s 0

x

(x. v, 2)o| O s
0

<

0
0 =(x-sx, Vs, z-sz)
SZ

An der folgenden Abbildung konnen Sie sehen, welche Auswirkungen verschiedene Ska-
lierungsmatrizen auf ein Objekt haben:
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Abbildung 2.21 Die Auswirkungen verschiedener Skalierungsmatrizen auf ein 3D-Objekt

Die Skalierung geschieht mit solchen Matrizen immer um den Koordinatenursprung her-
um. Das heifit der Punkt (0, 0, 0) bleibt immer der an derselben Stelle, egal wie die Skalie-
rungsmatrix auch aussehen mag. Darum entwirft man 3D-Objekte meistens so, dass ihr
Mittelpunkt bei (0, 0, 0) liegt, denn sonst wiirde sich das Objekt beispielsweise bei einer
VergroBerung vom Ursprung wegbewegen.

2.5.4 Rotation

Die néchste Transformation, die wir uns anschauen werden, ist die Rotation. Mit einer
Rotationsmatrix dreht man ein Objekt um eine bestimmte Achse. Eine VergroBBerung oder
Verkleinerung findet dabei nicht statt.

Um ein Objekt zu drehen, miissen wir die Achsen in der Matrix drehen. Am einfachsten ist
es, wenn man sich erst einmal auf die Rotation im Zweidimensionalen beschriankt. Wir
wollen die neuen Achsenvektoren X 'und y'berechnen, die um einen Winkel & gegen den
Uhrzeigersinn gedreht sind. Das geht mit Hilfe des Sinus und des Kosinus im Einheits-
kreis:
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i

y' —sina 1+

=i

Coso

sin

_1 Cos o 1

14

Abbildung 2.22 Die gedrehten Achsenvektoren lassen sich mit Sinus und Kosinus bestimmen.

Nun kann man ablesen:

~ cosa ~ —sina
X'=| . und y'=
sina cosa
Wenn wir diese Achsen jetzt in die Zeilen einer Matrix einsetzen, erhalten wir folgende
2D-Rotationsmatrix:

cosa sina
MRmation2D =

—sina  cosa

Die neuen Achsen haben immer noch die Léinge 1 (denn es gilt: sin® & +cos” & =1), und
sie sind auch senkrecht zueinander. Beides sind Merkmale einer Rotationsmatrix.

Wir haben jetzt eine Matrix fiir die Rotation im Zweidimensionalen. Zufélligerweise ent-
spricht diese Rotation der Rotation um die z-Achse im Dreidimensionalen, denn dort wer-
den ebenfalls nur die x- und y-Achsen gedreht, und die z-Achse bleibt gleich. Die Matrix
fiir die 3D-Rotation um die z-Achse lautet also:

cosa sina 0
M —sina cosa 0

0 0 1

RotationZ —
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Fiir die Rotation um die x- und y-Achse kann man analog vorgehen und erhélt:

1 0 0 cosa 0 sina
MRoIationX = 0 cosa sma MRotationY = 0 1 0
0 —sina cosa —sina 0 cosa

Abbildung 2.23 Rotation um die x-, y- und z-Achse

Mochte man um eine beliebige Achse drehen (also nicht um die x-, y- oder z-Achse), dann
kann man die unten angegebene Rotationsmatrix anwenden. Hierbei stellt der Einheitsvek-
tord =(a,, a,, a,)die Achse dar, um die gedreht werden soll:

cosa+a12(1—cosa) alaz(l—cosa)—assina alas(l—cosa)+azsina
M yoionsense =| @@, (1—cosa)+a,sina cosa+a,’ (1-cosa)  a,a,(1-cosa)+a,sina

a,a, (1 —cosa)— a,sina a,a, (1 —cosa)+ a sina cosa + a32 (1 —cosa)

Diese Matrix sollten Sie auf jeden Fall auswendig lernen!

Das war natiirlich nur ein Scherz. Die Matrix steht hier nur der Vollstindigkeit halber.
Wenn Sie Lust dazu haben, konnen Sie fiir g einmal die x-Achse X :(1, 0, O) einsetzen

und {iberpriifen, ob dann die oben angegebene Matrix M .. herauskommt.

2.5.5 Translation

Unter einer Translation versteht man eine Verschiebung. Translationen werden bendtigt,
um die Positionen von Objekten in einer Szene festlegen zu konnen. Dies erreicht man,
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indem man einfach zu den Koordinaten jedes Punkts einen Translationsvektor hinzu ad-

diert. Betrachten Sie die folgende Abbildung, auf der ein 2D-Objekt durch eine Translation

an eine andere Stelle verschoben wird.

y
A

Abbildung 2.24 Das 2D-Objekt wird um den Translationsvektor 7 = (3, 2)verschoben, indem zu
allen Punktkoordinaten dieser Vektor addiert wird.

Wie konnen wir eine Translation mit Hilfe einer Matrix durchfiihren? Schauen wir uns
noch einmal an, wie ein Punkt P mit Hilfe einer Matrix A auf einen Punkt O abgebildet
wird:

a, ay ay,
Q:pl |G [T Dy Ay | TP Oy
ag; ay; ass

Es fehlt uns die Mdoglichkeit, einen konstanten Vektor hinzu zu addieren. Was wir brauch-
ten, wire etwas wie:

a, ay as
O=p-|a, |+py| ay |+P;0| 4y |+
ag; ay; ass

Diese Art der Transformation, bei der ein Translationsvektor hinzuaddiert wird, nennt man
affine Transformation.
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Homogene Koordinaten

Um auch Translationen mit Hilfe von Matrizen ausdriicken zu kdnnen, fiigt man eine wei-
tere Dimension hinzu. Aus einem 3D-Vektor wird ein 4D-Vektor, und zwar durch Anfii-
gen einer homogenen Koordinate, die wir w nennen. Wir legen fest, dass sie den Wert 1
haben soll. Aus dem 3D-Vektor (x, y, z) machen wir den 4D-Vektor (x, y, z, 1).

Um einen 4D-Vektor zu transformieren, brauchen wir nun eine 4 x 4 -Matrix. Die konnen
wir leicht aus einer3x3 -Matrix erzeugen, indem wir die3x3 -Matrix links oben in
die 4 x 4 -Einheitsmatrix einsetzen. Fiir einen 4D-Vektor kann man die Transformation
jetzt wie folgt schreiben:

a;, ay as, a,
- a a a a
12 2 3 )
O=p;- +p, +py- e
aj; ay Ay | 7| Qs
ay, Ay, N Ay

p, ist die w-Koordinate, bei der wir festgelegt haben, dass sie 1 sein soll. Das heif3t, dass
der letzte Vektor (die vierte Zeile der Matrix) bei der Transformation einfach hinzu addiert
wird, und das ist doch genau das, was wir erreichen wollten. Wir kdnnen also die vierte
Zeile der Transformationsmatrix als Translationsvektor verwenden. Eine Translations-
matrix sicht demnach wie folgt aus, wobeif = (tx, t,, 1, ) der Translationsvektor ist:

1 0 0 O
v 0 1 0 0
Translation — 0 0 1 0
t, ot 1
(X, y’ Z, 1).1‘4Translation = (x+tx’ y+ty’ Z+tz’ 1)

Die Transformationsmatrizen, die wir schon kennen gelernt haben (Skalierung, Rotation),
kénnen wie oben gezeigt ganz leicht zu4 x4 -Matrizen erweitert werden. Eine Skalie-
rungsmatrix sieht dann zum Beispiel so aus:

s, 0 0 0
0 s, 0 0
Skalierung = 0 O s O
0 0 1

Transformation eines Richtungsvektors

Ein Richtungsvektor soll bei der Transformation nicht verschoben werden. Fiir einen Rich-
tungsvektor machen nur Rotationen oder Skalierungen einen Sinn. Darum setzen wir in
diesem Fall die w-Koordinate auf null. Dadurch fillt die Translation weg.
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Ortsvektor: aus (x, v, z) wird (x, v, z, 1).
Richtungsvektor: aus (x, v, z) wird (x, v, z, 0).

Projektion

Wenn wir den 3D-Ortsvektor P eines Punkts P zu einem 4D-Vektor mitw = I erweitern
(P') und diesen dann mit einer4x4 -Matrix transformieren, dann erhalten wir wieder
einen 4D-Vektor (0"). Eigentlich wollen wir aber einen 3D-Vektor (0) und miissen
daher die vierte Koordinate wieder loswerden. Wir haben gesagt, dass diese Koordinate
den Wert 1 haben soll. Wenn das nach der Transformation der Fall ist, konnen wir die
vierte Koordinate einfach wegfallen lassen und sind fertig. Wenn sie aber einen anderen
Wert als 1 hat, fiihren wir zuerst eine Projektion durch. Das bedeutet: wir dividieren den
ganzen Vektor durch seine w-Koordinate, die nach der Division durch sich selbst natiirlich
wieder 1 ist.

Aus  P=(p, py, py)
wird 13’:(p1, Pss Ds» 1).
Transformation: Q'=13"A=(qp 9ys 95> Gs)
wobel: g, =p,-a,+p, a, +p;-a, +a,
Gy =P Gyt Pyay T Pydy tay
Qs =Pt Py Ayt Pyrdyy +dy
4 =D a,+p,a,+p,-a,+a,

Projektion: g:(i, £ 4 1]3Q2(ﬂ’ L q_3j
q, 4, 44 4, 9, 494 4,

Schauen wir uns dazu einmal ein Beispiel an. Wir mochten den Punkt P mit dem Ortsvek-
tor P = (2,-1,4) mit einer Matrix A transformieren.
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20 0 O

02 0 O
A:

00 2 1

00 -10

Aus  P=(2, -1, 4)
wird  P'=(2, -1, 4, 1).
Transformation: Q'=}3‘0A=(4, -2, 17, ﬂj

W

Projektion: =(1, 0.5, 1.75, 1)= 0 =(1, 0.5, 1.75)

INlieY

Da die w-Koordinate nach der Transformation 4 ist, muss Q' durch 4 dividiert werden. Der
transformierte 3D-Punkt hat nun also die Koordinaten (1, —0.5, 1.75).

2.5.6 Aneinanderreihen von Transformationen

Matrizen zur Transformation zu verwenden hat einen groen Vorteil. Man kann nédmlich
beliebige Transformationen ,,verketten” und erhélt dann eine einzige neue Transformation,
die genau dieselbe Wirkung hat, als ob die einzelnen Transformationen hintereinander
ausgeflihrt worden wiren.

Das Aneinanderreihen von Transformationen funktioniert mit der Matrixmultiplikation.
SeienM,, M,, ..., M, die Matrizen fiir diese Transformationen, dann kdnnen wir den
Vektor P auf den Vektor O abbilden, indem wir ihn nacheinander mit allen Matrizen trans-
formieren:

O=(((Per)e,)s...)em,

Man kann aber genauso gut, auf Grund der Assoziativregeln, die Matrizen miteinander
multiplizieren und dann den Vektor P mit dem Produkt dieser Matrizen transformieren:

MGesamt :Ml .M2 ."'.Mr/
Q =PeM Gesamt

Was hat man dadurch gewonnen? Einerseits braucht man mehrere Transformationen, die
auf einen Punkt angewendet werden sollen, nicht als Spezialfall zu betrachten. Anderer-
seits kann man beliebig viele Transformationen hintereinander ausfiihren, ohne bei der
Transformation selbst mehr Rechenschritte ausfiihren zu miissen. Bei der Darstellung
komplexer 3D-Objekte, die aus zehntausenden Punkten bestehen, macht dies einen groflen
Unterschied. Es muss lediglich das Produkt der Transformationsmatrizen berechnet wer-
den, und das auch nur ein einziges Mal.
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Die (richtige) Reihenfolge

Da die Matrixmultiplikation nicht kommutativ ist, ist die Reihenfolge relevant, in der die
Matrizen miteinander multipliziert werden. Es macht zum Beispiel einen Unterschied, ob
man zuerst dreht und dann verschiebt oder umgekehrt.

> @

/l/ x _‘_i x

Rotieren Verschieben
—-

- V L + 1 i L + | i\/—,\
Verschieben Rotieren

—_— —_—

Abbildung 2.25 Oben wird zuerst rotiert und dann verschoben, unten umgekehrt. Die Ergebnisse
unterscheiden sich voneinander.

Fiir gewohnlich verwendet man folgende Reihenfolge: zuerst skalieren, dann rotieren und
zum Schluss verschieben. Wenn man eine uniforme Skalierung verwendet, kann man die
Skalierung und die Rotation auch vertauschen.

M=M M M

. ° . .
Skalierung Rotation Translation

2.5.7 Die Rolle der inversen und der transponierten Matrix

Welche Auswirkung hat es, wenn wir eine Matrix M invertieren und mit A/ ' Punkte trans-
formieren? Wie man sich gut vorstellen kann, wird dadurch die Transformation von M
Hrickgingig gemacht. Wenn M zum Beispiel eine Verschiebung um 10 Einheiten nach
rechts bewirkt, dann verschiebt M ' um 10 Einheiten nach links. Wenn M um das Zweifa-
che vergroBert, dann verkleinert A/~ um das Zweifache, und so weiter.
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Die Multiplikation mit der normalen Matrix bedeutet eine Transformation aus dem ,,loka-
len Raum*® in den ,,absoluten Raum®. Die Multiplikation mit der invertierten Matrix bedeu-
tet hingegen das Umgekehrte, ndmlich eine Transformation aus dem absoluten Raum in
den lokalen Raum.

Was heifit das jetzt genau? Stellen wir uns ein 3D-Objekt vor. Es besteht aus Dreiecken.
Irgendwo sind die Koordinaten der Eckpunkte dieser Dreiecke gespeichert. Diese Koordi-
naten beziehen sich auf den lokalen Raum des Objekts. Der Punkt (0, 0, 0) ist der Mittel-
punkt des Objekts — egal, wo das Objekt letztendlich in der Szene platziert wird. Die Plat-
zierung in der Szene geschieht durch eine Transformationsmatrix, die die Position, die
GroBe und die Orientierung des Objekts speichert. Wenn das Objekt gerendert wird, wer-
den alle Eckpunkte mit dieser Matrix multipliziert. Dadurch werden sie vom lokalen Raum
des Objekts in den absoluten Raum der Szene transformiert. Mit der Transformationsmat-
rix kann man also die Frage beantworten: ,,Welche absoluten Koordinaten hat der zum
Objekt relative Punkt P?*“. Umgekehrt kann man mit der inversen Transformationsmatrix
fiir einen Punkt mit absoluten Koordinaten dessen zum Objekt relative Koordinaten ermit-
teln.

Absolute Koordinaten bezeichnet man auch als Weltkoordinaten und zu einem Objekt
relative Koordinaten als Objektkoordinaten, lokale Koordinaten oder Modellkoordinaten.

Wahrscheinlich klingt das alles noch sehr verwirrend. Manchmal sagt eine Abbildung
mehr als tausend Worte.

L
)XWelt =
X
0 s
1+ P %ty
t X

Welt

Abbildung 2.26 Weltkoordinatensystem und Objektkoordinatensystem

In der Abbildung ist der Punkt P markiert. Er ist ein Eckpunkt des dargestellten 2D-
Objekts. Seine Objektkoordinaten sind (2, —2). Wiirde man das 2D-Objekt in einer Datei
abspeichern, dann wiirde man diese Koordinaten hineinschreiben. Durch eine Transforma-
tionsmatrix wird das Objekt nun in der Szene platziert. Diese Matrix fiihrt eine Drehung
um 30° im Uhrzeigersinn und eine Verschiebung um (4, 4) durch. Die Objektkoordinaten
(0, 0) entsprechen also den Weltkoordinaten (4, 4).
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Die Weltkoordinaten des Punkts P finden wir heraus, indem wir seine Objektkoordinaten
(2, —2) mit der Transformationsmatrix des Objekts multiplizieren. Darum nennt man diese
Matrix auch Weltmatrix. Probieren wir das einmal aus:

cos(-30°) sin(-30°) 0) (1 0 0) (0.866 —-0.5 0
M =| —sin(-30°) cos(-30°) 0le|0 1 0|~ 0.5 0866 0
0 0 1) (4 41 4 4 1

(2, =2, 1)e M =(4.732, 1.268, 1)

Die Weltkoordinaten des Punkts P sind also (4.732, 1.268). Wenn man sich die Abbildung
anschaut, sieht man, dass diese Koordinaten richtig sind. Bei dieser Rechnung fiir 2D-
Vektoren wurde iibrigens dasselbe getan wie schon zuvor fiir 3D-Vektoren: um auch
Translationen, also Verschiebungen, mit Hilfe von Matrizen durchfithren zu kénnen, erhalt
der Vektor eine zusitzliche homogene Koordinate.

Der zweite markierte Punkt ist Q. Seine Weltkoordinaten lauten (1, 2). Wir wollen nun
seine Objektkoordinaten X herausfinden. Hier kommt die inverse Weltmatrix ins Spiel.
Wenn wir den Punkt mit dieser Matrix transformieren, erhalten wir die gesuchten Objekt-
koordinaten.

Gesucht sind die Objektkoordinaten X. Fiir sie muss gelten:
xeM=(1, 2, 1)
Wir multiplizieren die Gleichung mit M (von rechts):
XeMeM ' =(1, 2, 1)eM™
E

i=(1,2 1)eM"
0866 05 0
Fx(1,2 1)s] 0.5 0866 0|~(-1.598 —3.232, 1)

-1.464 5454 1

Die Objektkoordinaten des Punkts Q sind also (—1.598, —3.232). Auch diese Werte stim-
men mit der Abbildung {iberein.

Invertieren leicht gemacht

Ist Thnen aufgefallen, dass im Beispiel die Matrix M und ihre Inverse M ' ziemlich #hnlich
aussehen (mal abgesehen von der letzten Zeile)? Wenn wir nur die linke obere2x2 -
Teilmatrix betrachten, dann sind dort einfach nur die Zeilen mit den Spalten vertauscht
worden. Dieses Vertauschen der Zeilen mit den Spalten kennen wir ja schon als Transpo-
nieren. Ist das Zufall, oder gibt es da einen Zusammenhang?

Ja, einen solchen Zusammenhang gibt es. Fiir eine orthogonale Matrix M gilt:

M =M"
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Eine quadratische Matrix heiflt orthogonal, wenn ihre Spaltenvektoren normiert und paar-
weise senkrecht zueinander sind. Das Produkt zweier orthogonaler Matrizen ist wiederum
eine orthogonale Matrix. Durch die Einschrankungen kdnnen mit orthogonalen Matrizen
nur bestimmte Arten von Transformationen durchgefiihrt werden, ndmlich so genannte
Kongruenzabbildungen. Eine Kongruenzabbildung lasst Winkel und Abstinde zwischen
Punkten unveréndert. Dazu gehoren Drehungen und Spiegelungen, nicht jedoch Skalierun-
gen, da hier Absténde beeinflusst werden.

Wenn wir also wissen, dass eine Matrix orthogonal ist, dann kdnnen wir sie invertieren,
indem wir sie einfach transponieren. Das geht wesentlich schneller, da man nur ein paar
Werte vertauschen muss und keine Determinantenberechnungen und Divisionen notwen-
dig sind. Bei orthogonalen Matrizen ist die Determinante {ibrigens immer 1 oder —1.

Unsere Beispielmatrix M ist scheinbar nicht orthogonal, da die letzte Zeile nicht durch
einfaches Transponieren zu ermitteln ist. Das liegt daran, dass diese Matrix zusétzlich zur
Rotation noch eine Translation durchfiihrt. Hier noch einmal die beiden Matrizen:

0.866 -0.5 0 0.866 05 0
M=| 05 0866 0| M'~| -05 0866 0
4 4 1 -1.464 -5.454 1

Wir kdnnen M in eine Rotations- und eine Translationskomponente aufteilen:

0.866 0.5 0 1 00
M= 05 0866 O|efO 1 O
0 0 1 4 4 1

Rotation Translation
Nun invertieren wir:
1 0 0) (086 -05 0Y)
M1 =0 1 0| o 05 0.866 0
4 4 1 0 0 1

Denn fiir Matrizen gilt:

(Ae B)f1 =B'eq"!

Die Rotationsmatrix ist orthogonal und kann daher ganz leicht durch Transponieren inver-
tiert werden. Die Translationsmatrix ist zwar nicht orthogonal, ldsst sich aber trotzdem
sehr einfach invertieren, da sie ,,fast” die Einheitsmatrix ist. Wir miissen nur den Translati-
onsvektor umkehren, also um (—4, —4) statt um (4, 4) verschieben. Damit ergibt sich dann:
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1 0 0)' (086 -05 0)
M7'={0 1 0| o 05 0866 0
4 4 1

I 0 0) (0.866 0 0.866 05 0
=0 1 Ofe -05 0866 0|=| 0.5 0.866 O
-4 -4 1 0 0 1 -1.464 5454 1

Somit haben wir ein Verfahren, mit dem wir sehr schnell Matrizen invertieren kénnen, die
Kombinationen aus Rotationen (oder Spiegelungen) und Translationen enthalten. Das ist
bei den meisten ,,iiblichen* Transformationsmatrizen fiir Objekte der Fall, sofern man auf
Skalierungen verzichtet.

2.5.8 Hierarchische Transformationen

Oft hat man es mit Objekten zu tun, die aus mehreren Teilen bestehen, die alle einzeln
bewegt werden konnen. Dabei konnen diese Teile in einer Art hierarchischen Beziehung
zueinander stehen. Nehmen wir als Beispiel einen Panzer. Ein Teilobjekt ist das Fahrge-
stell (die ,,Wanne*). Auf dem Fahrgestell befindet sich der drehbare Turm. Der Turm ent-
hilt wiederum die Kanone, die sich anheben und absenken lasst. Weitere Teilobjekte sind
die Laufrader, die die Ketten antreiben. Das Objekt Panzer kann man als eine hierarchische
Anordnung der Teilobjekte ansehen. Dies entspricht einem Baum.

FahrgeSte" \

Turm Laufrad Laufrad 2

/ . I

Kanone
_/

Abbildung 2.27 Hierarchie von Teilobjekten als Baum

Das Fahrgestell ist das Wurzelobjekt (root object). Die Kanone ist ein Kindobjekt (child
object) des Turms. Das Fahrgestell ist das Vaterobjekt (parent object) des Turms. Turm
und Laufrider sind Geschwisterobjekte (sibling objects) da sie dasselbe Vaterobjekt haben.

Die hierarchischen Beziehungen kénnen wir dadurch zum Ausdruck bringen, dass eine
Transformation eines Objekts sich auch auf alle Kinder dieses Objekts auswirkt. Wenn wir
beispielsweise das Fahrgestell drehen, dann dreht sich auch der Turm mit (wir wollen
einmal vernachldssigen, dass moderne Panzer in der Lage sind, den Turm und die Kanone
unabhéngig vom Fahrgestell stets in dieselbe Richtung zeigen zu lassen). Wenn jedoch der
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Turm gedreht wird, wirkt sich diese Drehung nicht auf das Fahrgestell aus, wohl aber auf
die Kanone, da sie ein Kind des Turms ist.

Bei solch einer hierarchischen Transformation hat jedes Teilobjekt eine lokale Transfor-
mationsmatrix. Sie enthélt die Transformation (die Position, die Rotation und die Skalie-
rung) dieses Teilobjekts relativ zum Vaterobjekt. Nehmen wir an, die Kanone besifle die
folgende lokale Transformationsmatrix:

10 0 0
y _ 0 0866 05 0
Kanonelokal ™| (9 5 (1866 0

0 025 09 1

Das wiirde bedeuten, dass die Kanone aus der Sicht ihres Vaterobjekts, dem Turm, leicht
nach oben zeigt und sie sich 0.25 Einheiten ,,iiber* dessen Mittelpunkt befindet und 0.9
Einheiten ,,vor” ihm. Die Begriffe ,,iiber* und ,,vor* sind hier relativ und beziehen sich auf
das Koordinatensystem des Turms.

Um nun die absolute Transformationsmatrix fiir die Kanone herauszufinden, also die
Weltmatrix, mit der man die Kanone an der richtigen Stelle rendern konnte, wandert man
den Baum hinauf bis zur Wurzel und multipliziert alle lokalen Matrizen:

M =M M M

Kanone absolut Kanone lokal * Turm lokal ® Fahrgestell lokal

Das Fahrgestell ist das Wurzelobjekt, darum ist die Multiplikationskette dort am Ende.
Beim Wurzelobjekt stimmen lokale und absolute Matrix iiberein, da es hier kein iiberge-
ordnetes Objekt mehr gibt, auf das sich die Transformation beziehen kdnnte.

2.5.9 Kameratransformation

Eine sehr wichtige Transformation fehlt uns noch. Es ist die so genannte Kameratransfor-
mation oder Sichttransformation. Mit dieser Transformation ist es moglich, eine virtuelle
Kamera in der Szene zu platzieren und die Objekte aus ihrer Sicht zu zeichnen. Die Kame-
ratransformation transformiert Punkte aus dem Weltkoordinatensystem in das Kamerako-
ordinatensystem. Die dazugehorige Matrix nennt man dementsprechend Kameramatrix
oder Sichtmatrix. Im Kamerakoordinatensystem sind die Koordinaten relativ zur Kamera.
(-2, 4, 8) beschreibt beispielsweise einen Punkt, der sich zwei Einheiten links von der
Kamera, vier Einheiten iiber ihr und acht Einheiten vor ihr befindet.

Eine Kameramatrix ldsst sich sehr leicht generieren. Das notige Handwerkszeug dafiir
haben Sie schon kennen gelernt. Wir betrachten die Kamera erst einmal als normales Ob-
jekt und berechnen eine Transformationsmatrix fiir sie, die ihre Position und ihre Ausrich-
tung beinhaltet. Dann muss diese Matrix nur noch invertiert werden. Die Transformati-
onsmatrix kann man wieder in zwei Komponenten aufteilen: eine Rotationsmatrix und eine
Translationsmatrix. Die Translationsmatrix hidngt von der Kameraposition ab, und die
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Rotationsmatrix von der Ausrichtung der Kamera. Die folgende Matrix steht fiir eine Ka-
mera, die sich an der Position (7, 2, 42) befindet und nach links schaut:

0 01 0y(1 0 0 O 0 0 -10
010001 0O 0 1 0 0

M = L] =
-1 0 0 0] |0 O 0 1 0 0 0
0 00 1)\7 2 42 1 42 =2 7 1

Die Rotationsmatrix (die linke Matrix in der groen Klammer) enthélt in den Zeilen die
Achsen der Kamera. Die erste Zeile enthilt die x-Achse. Die Kamera schaut nach links,
also zeigt ihre x-Achse in die Tiefe, darum ist sie (0, 0, 1). Die y-Achse der Kamera (zwei-
te Zeile) zeigt nach oben, also (0, 1, 0), und ihre z-Achse zeigt nach links, also in Richtung
(-1, 0, 0). Wenn man zwei dieser Achsen kennt, kann man die Dritte auch mit Hilfe des
Kreuzprodukts ausrechnen.

Im Allgemeinen erhalten wir fiir eine Kamera mit den Achsen X, y, Z (normiert und paar-
weise senkrecht) und der Position p die folgende Kameramatrix:

x x, x; 0 1 0 0 0
IR 2 0 . 0 1 0 O
famem Az 0z, 0z, 0[]0 O 1 0
0 0 0 1 pnopops 1
0 0 0)(x » z O
0 1 0 0| |x, » 2z O
o o0 0'lx, » =z 0
-p P, —ps 1 0 0 0 1
X N Z 0
_| * Ya z, 0
3 V3 Z3 0
Xp —3p —Fp |

Die Kameratransformation erfolgt normalerweise nach der Welttransformation. Die Eck-
punkte von 3D-Objekten werden also zuerst mit der Weltmatrix des Objekts in das Welt-
koordinatensystem transformiert und von dort mit Hilfe der Kameramatrix in das Kamera-
koordinatensystem.

2.5.10 Perspektivische Transformation und Projektion

Zum Abschluss betrachten wir die perspektivische Transformation, die nach der Kamera-
transformation angewandt wird. Sie ist eine der wichtigsten Transformationen iiberhaupt,
denn sie ermoglicht es, eine dreidimensionale Szene auf eine zweidimensionale Bildebene
abzubilden. Sie ist aber auch die Transformation, die am schwierigsten zu verstehen ist.
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Solange es noch keine (erschwinglichen) 3D-Bildschirme oder Holodecks gibt, kommt
man ohne sie aber kaum aus.

2.5.10.1 Wir bauen eine Projektionsmatrix

Ganz einfach gesagt sorgt die perspektivische Transformation mit einer Projektionsmatrix
dafiir, dass weiter entfernte Objekte kleiner erscheinen als nahe Objekte. Eine solche Mat-
rix werden wir nun versuchen aufzubauen.

Wie kann man es schaffen, dass ein Objekt kleiner wird? Das geht, indem man die Koor-
dinaten der Punkte, aus denen es besteht, durch irgendeinen Wert groBler als 1 dividiert.
Dividieren wir die Koordinaten zum Beispiel durch 2, dann ist das Objekt nur noch halb so
grof3. Nun wollen wir erreichen, dass ein Objekt umso kleiner erscheint, desto tiefer es sich
in der Szene befindet (aus der Sicht der Kamera). Diese Tiefe wird durch die z-Koordinate
beschrieben. Wir kénnen also die z-Koordinate eines Punkts verwenden, um zu bestim-
men, durch welchen Wert die Koordinaten dividiert werden sollen. Je groBer z, desto gro-
Ber soll dieser Wert sein.

Erinnern Sie sich noch an die homogene Koordinate, mit der wir aus einem dreidimensio-
nalen Vektor einen vierdimensionalen Vektor gemacht haben? Wir haben sie verwendet,
um mit Hilfe von Matrizen auch Translationen durchfiihren zu konnen, und wir haben
festgelegt, dass die homogene Koordinate (w-Koordinate) den Wert 1 haben soll. Wenn
das nicht der Fall war, dann haben wir eine Projektion durchgefiihrt, haben also den gan-
zen Vektor durch w geteilt, damit w wieder 1 wird.

Wir haben durch w dividiert! Wir konnen die w-Koordinate also verwenden, um unsere
Objekte in der Tiefe kleiner erscheinen zu lassen. Dazu brauchen wir eine Matrix, die die
w-Koordinate aus der Tiefe, also der z-Koordinate, berechnet. Eine ganz einfache Mog-
lichkeit wiére die folgende Projektionsmatrix, die nur w = z setzt und sonst nichts tut:

1 0 0 0

01 00
M =

0 0 1 1

00 0O

Sehen Sie, was an dieser Matrix anders ist als beispielsweise an einer Rotationsmatrix?
Bislang haben wir die rechte Spalte nie genutzt, sic war immer(O, 0, 0, l)T. Die rechte
Spalte ist fiir die Berechnung der w-Koordinate des transformierten Vektors verantwort-
lich. Die oben gezeigte Matrix M liasst x, y und z unverdndert und berechnet w
aus0-x+0-y+1-z+0-w, also z. Sie kopiert folglich die z-Koordinate in die w-
Koordinate. Wenn wir statt der 1 einen grof3eren Wert einsetzen, dann werden die Objekte
mit steigender Tiefe schneller kleiner.

Wir wollen nun ein paar Punkte mit dieser Matrix transformieren. Die Punkte haben alle
dieselben x- und y-Koordinaten, ndmlich (4, 3), und unterscheiden sich nur durch ihre
Tiefe z. Wenn die Matrix das tut, was sie tun soll, dann miisste der tiefste Punkt nach der
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Transformation und der Projektion am weitesten zum Koordinatenursprung und damit zum
Bildmittelpunkt geriickt sein.

(4, 3,1, I)OM:(4, 3,1, 1) = nach Projektion: (4, 3, 1)

(4, 3,2, 1)eM =(4, 3, 2, 2) = nach Projektion: (4, 3, 2)=(2, 1.5, 1)

(4, 3,3, 1)eM =(4, 3, 3,3) = nach Projektion: (4, 3, 2)~(1.333, 1, 1)
(4, 3, 10, 1)e M =(4, 3, 10, 10) = nach Projektion: (%, 3, 2)=(04, 0.3, 1)

Wenn wir die transformierten Punkte auf den Bildschirm zeichnen wiirden, wozu wir nur
die x- und y-Koordinaten verwenden (denn der Bildschirm kann nur ein zweidimensionales
Bild anzeigen), dann wiirden die weiter entfernten Punkte nédher am Bildmittelpunkt liegen
als diejenigen, die ndher an der Kamera sind. Die Matrix funktioniert also.

Es gibt aber noch ein paar Probleme. Was geschieht zum Beispiel mit Punkten, deren Tiefe
null ist? Sie wiirden zu einer Division durch null fithren. Oder was passiert, wenn ein
Punkt eine negative z-Koordinate hat? Dann befindet er sich hinter der Kamera, und Teile
der Szene, die sich hinter der Kamera befinden, sollten eigentlich nicht gezeichnet werden.

Noch einmal von vorne

Uberlegen wir uns noch einmal, was wir eigentlich erreichen wollen. Eine dreidimensiona-
le Szene soll perspektivisch auf eine zweidimensionale rechteckige Fliache abgebildet wer-
den. Wir nennen diese Flache die Bildebene (auch wenn sie eigentlich keine Ebene ist, da
sie ja begrenzt ist).

Die Bildebene stellt man sich am besten wie ein Fenster vor, durch das man nach draullen
in die grofle weite 3D-Welt blickt. Das Fenster, also die Bildebene, hat eine Breite, eine
Hohe und es befindet sich in einer gewissen Entfernung zu uns, dem Betrachter. Je ndher
wir an das Fenster heran gehen, desto groBer wird der Ausschnitt der Welt, den wir da-
durch sehen kénnen. Wir wollen die Breite und die Hohe der Bildebene mit W (width) und
H (height) bezeichnen und die Distanz zum Betrachter mit D.

Fiir die Bildebene definieren wir uns folgendes Koordinatensystem: Der Mittelpunkt liegt
bei (0, 0), die linke obere Ecke bei (-1, 1) und die rechte untere Ecke bei (1, —1). Die x-
Achse zeigt also wie gewohnt nach rechts und die y-Achse nach oben. Punkte, die auBer-
halb unserer Bildebene liegen, sind nicht sichtbar (im Fenstermodell wiirden sie von der
Wand verdeckt, die das Fenster umgibt).
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Betrachter

Abbildung 2.28 Die Bildebene mit der Breite W und der Ho6he H kann man sich als Fenster vorstellen,
durch das der Betrachter die 3D-Welt wahrnimmt. Seine Distanz zur Bildebene bezeichnen wir mit D.

Nun ist es unsere Aufgabe, fiir einen beliebigen Punkt in der 3D-Welt einen entsprechen-
den Punkt auf der zweidimensionalen Bildebene zu finden, ihn also perspektivisch auf die
Bildebene zu projizieren.

Dazu ziehen wir eine Gerade zwischen der Position des Betrachters und dem Punkt. Dort,
wo die Gerade die Bildebene schneidet, liegt der gesuchte projizierte Punkt. Die entspre-
chenden Berechnungen erfolgen mit dem Strahlensatz. In der ndchsten Abbildung schauen
wir uns der Einfachheit halber die Situation von oben an und beachten nur die x- und die z-
Achse. Gegeben ist ein Punkt mit den Koordinaten (x, z), und wir suchen nun die projizier-
te x-Koordinate x' auf der Bildebene.
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Punkt (x, z)
X

SIE

Bildebene &

Betrachter

Abbildung 2.29 Projektion von oben betrachtet: Mit Hilfe des Strahlensatzes kénnen wir die projizierte
x-Koordinate x' des Punkts (x, z) berechnen. Alle Punkte, die auf der Geraden durch (x', D) und (x, z)
liegen, werden auf denselben Punkt projiziert.

Laut Strahlensatz ist das Verhéltnis zwischen x' und D gleich dem Verhiltnis zwischen x
und z. Daraus kénnen wir x' berechnen:

x' x , x-D
—=—=x'=
D =z z

Wenn wir x' nun im Koordinatensystem der Bildebene haben wollen (~1 am linken Rand, 1
am rechten Rand), dann miissen wir noch durch die halbe Breite der Bildebene teilen und
erhalten:
2-D
x -—
v

Xig =
Analoges gilt natiirlich auch fiir die y-Koordinate:

y 2-D
H

Yeig =
Spater mochten wir die Projektion mit Hilfe einer Matrix durchfithren. Wenn Sie sich die
Berechnungen fiir x,,, und y;,, ansehen, dann stellen Sie fest, dass dort durch z dividiert
wird. Eine Division bei einer Transformation eines Punkts durch eine Matrix kann man nur
mit Hilfe der vierten Koordinate, der w-Koordinate, erreichen. Es werden dabei aber alle
Koordinaten durch denselben Wert dividiert, und das ist in unserem Fall z. Es steht also
jetzt schon fest, dass die spétere Projektionsmatrix auf jeden Fall die w-Koordinate des
resultierenden 4D-Vektors auf z setzen muss. Die Briiche, die als Faktoren in den Zdhlern
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stehen, sind dabei kein Problem, denn es handelt sich um Konstanten, die vorberechnet
werden konnen.

Was passiert mit z?

Wir konnen jetzt die x- und y-Bildkoordinaten eines 3D-Punkts mit Hilfe der Projektion
bestimmen. Aber was soll mit der Tiefe, der z-Koordinate des Punkts geschehen? Man
konnte annehmen, dass man sie nicht mehr braucht, da man ja nur auf einer zweidimensio-
nalen Flache zeichnet. Tatsdchlich wird die Tiefe aber noch fiir die Losung des so genann-
ten Sichtbarkeitsproblems gebraucht, indem die Tiefe jedes Pixels in einem Z-Buffer ge-
speichert wird. So kann unabhéngig von der Zeichenreihenfolge sichergestellt werden,
dass ein nahes Objekt ein fernes Objekt iiberdeckt.

Damit der Z-Buffer richtig funktionieren kann, sollten sich die z-Werte zwischen 0 und 1
befinden, wobei 0 fiir die kleinstmogliche Tiefe steht und 1 fiir die groitmogliche Tiefe.
Eine kleinstmégliche Tiefe haben wir schon, ndmlich die Entfernung D vom Betrachter zur
Bildebene (Fenster). Der Betrachter schaut nur nach drauflen, ihn interessieren nur die
Objekte hinter dem Fenster.

Aber wie sieht es mit einer grofitmoglichen Tiefe aus? Diese haben wir noch nicht definiert
und holen das jetzt nach. Wir nennen sie Z,,, , und um einheitlich zu bleiben, nennen wir D
vonnun anZ_, . Alles, was sich jenseits von Z,, befindet, wird spéter nicht mehr sichtbar
sein. Normalerweise verwendet man in Computerspielen atmosphérische Effekte wie Ne-
bel oder Dunst, um zu verschleiern, dass die Szene irgendwo in der Ferne aufhort. Auch in
der Realitdt kann man schlieBlich nicht beliebig weit sehen.

Wir miissen jetzt also noch dafiir sorgen, dass die z-Koordinaten der zu projizierenden
Punkte auf den Bereich zwischen 0 und 1 umgerechnet werden (sofern sie
zwischen Z , und Z, liegen). Als erstes ziehen wirZ , von z ab, denn beiZ , soll die
resultierende z-Koordinate null sein. Dann muss noch sichergestellt werden, dass
bei Z,,, der Wert 1 herauskommt. Wenn wir es nur bei der Subtraktion belassen, erhalten
wir bei Z,nach der ,.erzwungenen® Division den Wert%. Wir wollen aber, dass 1
herauskommt, also miissen wir noch durch diesen Wert dividieren. SchlieBlich erhalten

wir:2

nah

chm
_ Z fern Z nah
Bild — -
z Z. —Z z

fern nah

_Z
Z

'Znah
-Z

fern

zZ-

fern nah

Auf Grund der bereits erwihnten unvermeidlichen Division durch z ist die Verteilung
von z,,, nicht linear. Das heift: Wenn z verdoppelt wird, gilt das nicht auch fiir z,, . Das
kann bei ungliicklich gewéhlten Werten fiir Z , und Z, zu Genauigkeitsproblemen im Z-
Buffer fithren. Generell sollte Z , so grofl wie moglich und Z, so klein wie moglich ge-

fern

2 Die folgende Gleichung lisst sich natiirlich vereinfachen, aber in dieser Form lésst sie sich spiter sehr
leicht fiir die Matrixschreibweise verwenden.
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wiahlt werden. Lassen Sie sich davon aber erst einmal nicht verwirren, wir werden dieses
Thema wieder aufgreifen, wenn es so weit ist.

Die perspektivische Projektionsmatrix

Nun haben wir alle Formeln beisammen, um eine Projektionsmatrix fiir die perspektivische
Projektion aufzustellen. Hier sind sie noch einmal:

2-D
W
i =
z
2D
H
Yeia =
z
Zfem Zfem ) Znah
z- —
Zfem — Znah Zfem — Znah
Zgig =

z

In allen drei Gleichungen kommen nur lineare Terme vor, und es wird iiberall durch z
dividiert. Das sieht also sehr viel versprechend aus. Das Ganze ldsst sich nun relativ ein-
fach in Matrixschreibweise darstellen:

2-D

— 0 0 0
w
o H
Persp. Projektion YA
n 0 0 —Zem
Z fern Zna.h
Z.. Z
0 0 _ “fen nah 0
Z.. —Z

fern nah

('x7 Y, Z, l) .MPersp. Projektion = (‘x” y" Z" W') = ('x‘7 y" Z" Z)
Projizierte Bildkoordinaten:

_ xl yl Zl B xl ' Zl
(xBild» Vhild» ZBild)_ I e
w w w z z z

Clipping
Nach der Projektion sind nur die Punkte sichtbar, fiir die gilt:
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1< xg, 1A
1<y 1A

0<zy, <1

Wenn x,,,, beispielsweise kleiner als —1 ist, dann liegt der Punkt zu weit links, als dass er
gesehen werden konnte, oder wenn y,,, grofler als 1 ist, dann liegt er zu weit unten.
Ist z,,, kleiner als null, dann liegt der Punkt zu nah am Betrachter (,,vor dem Fenster"),
also ndher als Z , . Ist z,,, hingegen grofer als 1, dann ist der Punkt weiter als Z
Betrachter weg und damit ebenfalls nicht mehr sichtbar.

vom

fern

Man kann diese Bedingungen auch schon vor der Division durch w'= z iiberpriifen. Dann
lauten sie so:

w'<x'<w
_WY l_ V/\
0<z'<w'

Tatsachlich wird genau das getan. Wenn sich nun herausstellt, dass ein zu renderndes Drei-
eck teilweise unsichtbar ist, dann wird es dort ,,abgeschnitten. Dabei kdnnen zusétzliche,
kleinere Dreiecke entstehen. Das nennt man Clipping.>

Der Bildwinkel

Nun ist es nicht sehr praktisch, beim Erzeugen einer Projektionsmatrix immer mit der
Breite W und der Hohe H der Bildebene herumzuhantieren. Ublicherweise verwendet man
bei der Definition einer Projektionsmatrix stattdessen den horizontalen und vertikalen
Bildwinkel. Wir nennen diese Winkel &, (horizontal) und «,, (vertikal).

Eine Panoramaaufnahme hat zum Beispiel einen horizontalen Bildwinkel von 360°. Durch
Verdnderung der Bildwinkel ldsst sich der Zoom bestimmen. Teleobjektive haben zum
Beispiel sehr kleine Bildwinkel, wahrend Weitwinkelobjektive (wie der Name schon sagt)
groB3e Bildwinkel aufweisen. Mit unseren Augen erreichen wir iibrigens einen horizontalen
Bildwinkel von fast 180°, wobei wir aber nur in einem kleinen Bereich scharf sehen kon-
nen. Statt von den Bildwinkeln spricht man auch héufig vom Sichtfeld oder, auf Englisch,
vom FOV (Field of View).

Die meisten Computerspiele verwenden einen horizontalen Bildwinkel von 90° oder weni-
ger. Wenn sich der Spieler aber beispielsweise in einem Rennspiel mit sehr hoher Ge-
schwindigkeit bewegt, wird oft das Sichtfeld entsprechend vergroBert, um den Eindruck zu
verstirken. Blickt der Spieler durch ein (Ziel-)Fernrohr, dann wird das Sichtfeld verklei-
nert, um eine Vergroflerung zu erreichen.

3 Oft reden versierte Computerspieler von ,,Clipping-Fehlern®, wenn Spielobjekte in feste Objekte wie eine
Wand hineinragen, zum Beispiel die Kanone auf dem drehbaren Turm eines Panzers. Technisch gesehen
ist das falsch, da dieser ,,Fehler* durch eine unzureichende Kollisionserkennung entsteht und nicht durch
fehlerhaftes Clipping.
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Abbildung 2.30 Bilder mit vertikalen Bildwinkeln von 70°, 45° und 20°
Welcher Zusammenhang besteht nun zwischen den Sichtwinkeln und unserer bisherigen

Darstellung mit Hilfe der Breite, Hohe und Distanz der Bildebene? Diesen Zusammenhang
zeigt die folgende Abbildung:

Bildebene

Betrachter

Abbildung 2.31 Dieses rechtwinkligen Dreieck birgt die Beziehung zwischen D, Wund &, .

Mit etwas Trigonometrie ergibt sich:

a, 2-D a, 2-D
cot—*=—— und cot——=——
2 w 2 H

Auf den rechten Seiten der beiden Gleichungen stehen genau die Ausdriicke, die wir vor-
hin in die Matrix eingetragen haben. Wir kdnnen sie dort also durch die linken Seiten der
Gleichungen ersetzen.

Normalerweise méchte man aber nur einen der beiden Bildwinkel angeben (iiblicherweise
den Vertikalen) und den anderen Winkel mit Hilfe des Bildseitenverhéltnisses und des
gegebenen Winkels berechnen. Ansonsten wiirden nicht aufeinander abgestimmte Bild-
winkel das Bild verzerren. Ein Quadrat wiirde dann nicht als Quadrat, sondern als Recht-
eck dargestellt werden.

Eine Projektionsmatrix, die die Angabe des vertikalen Bildwinkels &, und des Bildseiten-
verhéltnisses R (Breite geteilt durch Hohe) gestattet, sieht so aus:
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[24
R-cot—= 0 0 0
2
(24
0 cot—— 0 0
M Persp. Projektion =
O O Z fern
z fern Z nah
0 0 _ Z fern Z nah
Zfem - Znah

2.5.10.2 Der View-Frustum

Stellen wir uns noch einmal die Situation mit dem Betrachter und dem Fenster vor, durch
das er nach drauBlen schaut. Da wir seine Sichtweite in alle sechs Richtungen begrenzt
haben, ldsst sich der fiir ihn sichtbare Bereich durch einen Pyramidenstumpf beschreiben,
also eine Pyramide, die dort abgeflacht ist, wo normalerweise die Spitze wére. Diesen
Pyramidenstumpf nennt man auch den View-Frustum. Fiir diesen englischen Begriff ist mir
leider keine gute deutsche Ubersetzung bekannt, darum werde ich ihn so iibernehmen.

ferne
Clipping-
Ebene

nahe
Clipping-
Ebene

<

Abbildung 2.32 Der View-Frustum ist ein Pyramidenstumpf. Er bestimmt den Sichtbereich.

Der View-Frustum wird durch 6 Ebenen begrenzt. Weil an diesen Ebenen der Szenenin-
halt, wie vorhin schon erwéhnt, ,,abgeschnitten” wird, da er sowieso nicht sichtbar wire
und somit auch nicht gerendert werden muss, nennt man diese Ebenen auch Clipping-
Ebenen (clipping planes). Im Einzelnen spricht man von der nahen Clipping-Ebene (near
clipping plane), der fernen Clipping-Ebene (far clipping plane) und der linken, rechten,
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oberen und unteren Clipping-Ebene. Die nahe Clipping-Ebene befindet sich Z , Finheiten
vom Betrachter entfernt, und die ferne Clipping-Ebene liegt bei Z

fern *

Durch die perspektivische Transformation und die anschlieBende Projektion wird der
View-Frustum zu einem Wiirfel verzerrt. Genau genommen ist es nur ein halber Wiirfel,
da z,, nur Werte zwischen 0 und 1 annehmen darf, jedoch x,;, und y,,, zwischen —1 und 1
liegen miissen. Da die vordere Seite des View-Frustums kleiner ist als die hintere Seite,
werden weit entfernte Objekte so ganz automatisch kleiner, da sie stirker zusammenge-
driickt werden.

1,1, D

-L LD

(1,1,0)
Ygila

Bild

ZBM‘> /

1,-1,0)

-1,-1,0)

Abbildung 2.33 Die perspektivische Transformation mit der anschlieRenden Projektion verzerrt den
View-Frustum zu einem halben Wiirfel.

Die Koordinaten innerhalb dieses Wiirfels wollen wir 3D-Bildkoordinaten nennen. 3D
deshalb, weil sie noch eine Tiefe besitzen, die wir spater noch brauchen werden.

Um letztlich die 2D-Pixelkoordinaten eines Punkts zu ermitteln, miissen x,, und yy,, nur
noch an den Zeichenbereich (Viewport) angepasst werden. Wenn wir in ein Fenster einer
Breite von 800 und einer Hohe von 600 Pixel zeichnen, dann entspricht beispielsweise (0,
0) den Pixelkoordinaten (400, 300), also der Bildmitte, und (-1, 0.5) entspricht den Pixel-
koordinaten (0, 150). Somit sind alle Transformationen bis zum Schluss unabhéngig von
der tatsdchlich verwendeten Auflosung.

2.5.10.3 Eine einfachere Projektion: die Parallelprojektion

Manchmal méchte man gar nicht, dass Objekte kleiner werden, wenn sie sich vom Bet-
rachter entfernen. Der View-Frustum ist in diesem Fall kein richtiger Pyramidenstumpf,
sondern einfach nur ein in die Tiefe lang gezogener Quader. Wenn das der Fall ist, spricht
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man von der Parallelprojektion oder der orthographischen Projektion. Solche Projektio-
nen kann man verwenden, um isometrische Ansichten zu erzeugen, wie sie fiir Rollenspie-
le oder Strategiespiclen typisch sind. Hier beldsst man die w-Koordinate auf 1, fiihrt also
spéter keine Division durch. Bei der Parallelprojektion sind parallele Geraden auch auf
dem Bildschirm parallel, was bei der perspektivischen Projektion nicht der Fall ist.

Abbildung 2.34 Mit Parallelprojektion gerendertes Bild

Eine Projektionsmatrix fiir die Parallelprojektion sicht so aus:

2 0 0 0
w
0o 2 0 0
H
Parallelprojektion = 1
0 0 ———— 0
Z nah Z fern
Z
0 0 — "nah
Z nah Zfem

Damit wiare das Thema der Projektion vorerst abgeschlossen. Wenn Sie nicht alles davon
verstanden haben, ist das kein Grund, sich Sorgen zu machen. Ich muss gestehen, dass ich
auch sehr lange gebraucht habe, um all die Details der Projektion richtig nachvollziehen zu
konnen.

Einfache geometrische Objekte

62

In diesem Abschnitt werden wir uns mit einigen einfachen geometrischen Objekten wie
Strahlen, Ebenen und Kugeln beschiftigen. Diese Objekte gehoren sozusagen zum Hand-
werkszeug der 3D-Grafik.
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2.6.1 Geraden, Strahlen und Strecken

Geraden

Die Gerade ist nach dem Punkt wohl das zweit grundlegendste geometrische Objekt. Eine
Gerade beschreibt eine unendlich lange und unendlich diinne gerade Linie von Punkten.

Wir konnen eine Gerade durch den Ortsvektor eines Punkts O, der auf dieser Geraden
liegt, und die Richtung der Geraden definieren. Den Ortsvektor wollen wir O nennen und
den Richtungsvektor i . Dann konnen wir die Gerade als Funktion schreiben:

Z(r):é+r-ﬁ mitr e R

Der Buchstabe L steht hierbei fir /ine. Indem wir den Parameter r variieren, konnen wir
jeden Punkt auf der Geraden erreichen. Dazu fangen wir beim Punkt O an und gehen dann
das r-fache des Richtungsvektors weiter. Welchen Punkt O auf der Geraden wir wéhlen,
spielt prinzipiell keine Rolle. Aulerdem ist es auch egal, wie lang # ist. Durch die Funktion
wird trotzdem dieselbe Gerade beschrieben. Da eine Gerade ein eindimensionales Objekt
ist, brauchen wir auch nur einen Parameter, um jeden Punkt auf ihr beschreiben zu kénnen.
Diese Art der Beschreibung nennt man auch explizite Darstellung oder Parameterdarstel-
lung.

Betrachten wir als Beispiel einmal eine Gerade mitO = (4, -1, 0)undii =(5, -5, 1). Die
Gerade zeigt nach rechts unten und leicht in die Tiefe. Wenn wir nun verschiedene Werte
fiir » einsetzen, erhalten wir Punkte, die auf der Geraden liegen:

L(0) =0+0i=0 =(4,-1,0

L(1) =0+1-i=0+ii=(9, -6, 1)
L(10) =0+10-i =(54, -51, 10)
L(-25)=0-25"i =(-8.5, 1.5, -2.5)

Eine Gerade kann man natiirlich auch durch zwei Punkte 4 und B konstruieren. Dazu wih-
len wir zum Beispiel O = Aundii=B— A .

Wie konnen wir liberpriifen, ob ein Punkt X auf einer Geraden liegt? Dazu miissten wir ein
r finden, so dassZ(r) = X gilt. Wenn es ein solches r gibt, dann liegt der Punkt auf der
Geraden, ansonsten nicht. Hier hilft uns die Parameterdarstellung nicht weiter. Dazu gibt
es die implizite Darstellung. Sie gibt eine Bedingung an, die fiir genau die Punkte auf der
Geraden gilt. Eine solche Bedingung konnte lauten: Der Punkt X liegt genau dann auf der
Geraden mit dem Punkt O, wenn die Gerade durch O und X parallel zur Geraden ist. Im
Dreidimensionalen kdnnen wir mit Hilfe des Kreuzprodukts zwei Vektoren auf Parallelitét
testen. Das Kreuzprodukt ergibt dann ndmlich den Nullvektor. Ein Punkt X liegt also ge-
nau dann auf der Geraden mit dem Punkt O und dem Richtungsvektori , wenn gilt:

(X-0)xii =0
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Als Beispiel nehmen wir wieder die Gerade von vorhin und setzen fir X den
PunktZ(2)2(14, —11, 2)ein, der ja offensichtlich auf der Geraden liegt.

()?—é)xﬁ:((m, ~11, 2)—(4, -1, 0))x(5, -5, 1)
=(10, 10, 2)x(4, -1, 0)=(0, 0, 0)=0

Setzen wir nun noch einen Punkt ein, der nicht auf der Geraden liegt. Dann diirfte als Er-
gebnis auch nicht der Nullvektor herauskommen. Wir wahlenY = (5, -3, 4) :

(Y=0)xii =((5, -3, 4)=(4, -1, 0))x(5, =5, 1)
=(1, -2, 4)x(5, -5, 1)=(18, 19, 5) =0

Wie Sie sehen, funktioniert dieser Test. Die implizite Darstellung erlaubt es uns zu iiber-
priifen, ob ein Punkt auf der Geraden liegt, wohingegen die Parameterdarstellung uns alle
Punkte liefert, die auf der Geraden liegen. Manchmal ist die eine Form praktischer,
manchmal die Andere.

Strahlen

Ein Strahl (englisch: ray), auch als Halbgerade bezeichnet, unterscheidet sich von der
Geraden dadurch, dass er auf einer Seite begrenzt ist (er ist aber trotzdem unendlich lang).
Wir beschreiben auch den Strahl durch einen Punkt O mit dem Ortsvektor O und einen
Richtungsvektor # . Hier ist O allerdings nicht irgendein Punkt auf dem Strahl, sondern der
Anfangspunkt des Strahls. Die Parameterdarstellung ist jener der Geraden sehr dhnlich, mit
der Einschriankung, dass r nur positiv (oder null) sein darf, da negative Werte ,,nach hinten
aus dem Strahl heraus* fithren wiirden:

I?(r)zé+r~z'j mit 7 € R*

Die implizite Darstellung muss ebenfalls etwas abgedndert werden. Sie muss nun auch die
Bedingung beinhalten, dass der Punkt X auf der richtigen Seite von O liegen muss, und
zwar auf der Seite, in deren Richtungii zeigt. Das konnen wir mit dem Skalarprodukt tes-
ten. Wenn zwei Richtungsvektoren ¢ und bin entgegengesetzte Richtungen zeigen, dann ist
ihr Skalarprodukt negativ. Zeigen sie aber in dieselbe Richtung, dann ist es positiv. Damit
koénnen wir die implizite Darstellung eines Strahls angeben. Ein Punkt X liegt genau dann
auf dem Strahl mit dem Anfangspunkt O und dem Richtungsvektor# , wenn gilt:

(¥-0)xii=0 A (X¥-0)eii=0
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Strecken

Eine Strecke (englisch: line segment) ist eine Gerade, die auf beiden Seiten begrenzt ist.
Sie hat also eine endliche Lénge. Am einfachsten lédsst sich eine Strecke durch ihren An-
fangspunkt 4 und ihren Endpunkt B beschreiben. Die Parameterdarstellung lautet dann:

S’(r)z;l-i-%(é—g) mit 0<r<1

Fiir » = 0 bekommen wir den Anfangspunkt A4, fiir 7 =1 den Endpunkt B und fiir » = 0.5 den
Mittelpunkt der Strecke.

Wie konnen wir fiir einen Punkt X, von dem wir wissen, dass er auf der Geraden durch 4
und B liegt, den Wert r bestimmen, so dass S (r) = X gilt? Dazu miissen wir die Gleichung
ein wenig umformen:

Aer(B-d)=X -4
r(B-4)=%-1 |o(B-4)
r(B=) =(%-A)s(B-1A) ‘+(1§—ZI)2
_(T-d)e(E-4)

(B-4)

Nun kénnen wir auch die implizite Darstellung einer Strecke angeben. Ein Punkt X liegt
demnach genau dann auf der Strecke von 4 nach B, wenn gilt:

(X-A)x(B-4)=0 A 0<

(B-4
Ein paar Beispiele:
A=(1, 2, 3)
B=(10, 9, 8)
B-4=(9,7,5)
) o (RA)e(B-A)
X X-4 (X—A)X(B—A) r=-——————>" Auf der Strecke?
(B-4)
(5,5, 5) (4,3, 2) (1, =2, 1)=0 / Nein
(10, 9, 8) 9.7, 5) (0, 0, 0)=0 1 Ja
(<17, 12, =7) | (~18, -14, -10) (0, 0, 0)=0 -2 Nein
(325, 3.75, 4.25) | (225, 1.75, 1.25) (0, 0, 0)=0 0.25 Ja
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Beim ersten Punkt muss » gar nicht berechnet werden, da der Test mit dem Kreuzprodukt
schon ergibt, dass der Punkt nicht einmal auf der Geraden durch 4 und B liegt. Dann kann
er natiirlich auch nicht auf der Strecke liegen.

Y

0
> -

Y

0
% -
A AB B

% =X

Abbildung 2.35 Gerade, Strahl und Strecke

2.6.2 Ebenen

Wihrend Geraden, Strahlen und Strecken eindimensionale Objekte sind, hat eine Ebene
(englisch: plane) zwei Dimensionen. Sie erstreckt sich unendlich weit in zwei Richtungen.

Darstellungen

Die Parameterdarstellung der Ebene sieht fast so aus wie die der Geraden, nur dass wir hier
neben einem Punkt zwei Parameter und zwei Richtungen haben:

f’(r, S):5+r~ﬁ+s-\7 mitr,seRundﬁJrfﬁ

Den (beliebigen) Punkt auf der Ebene nennen wir wieder O. Die beiden Richtungsvekto-
ren# und v diirfen nicht parallel sein, denn sonst beschreibt die Gleichung keine Ebene,
sondern eine Gerade.

Der Richtungsvektor, der senkrecht auf der Oberfldche der Ebene steht, heilit Normalen-
vektor. Wir nennen ihnzs. Man berechnet ihn mit dem Kreuzprodukt voni undv . Bei
einer Ebene, die dem ,,Boden® entspricht (unendliche Ausdehnung auf der x- und der z-
Achse) zeigt dieser Vektor beispielsweise nach oben.

Wie entscheidet man nun, ob ein Punkt X auf einer Ebene liegt? Dazu berechnet man die
Richtung von einem beliebigen Punkt der Ebene (zum Beispiel O) nach X. Dieser Rich-
tungsvektor(ﬁ muss nun ,,in der Ebene® liegen. Das heifit: Er muss sich als Linearkombi-
nation der beiden Richtungsvektoren# undv darstellen lassen (es miissen zwei Zahlen r
und s existieren, so dass OX =r-ii+s-V ). Das ist genau dann der Fall, wenn der Vektor
senkrecht zum Normalenvektor der Ebene ist, also wenn OX e i =0 gilt.
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Abbildung 2.36 Eine Ebene mit dem Punkt O, den Richtungsvektoren i und v sowie dem Normalen-
vektori. Der Punkt A liegt auf der Ebene, denn OA ist senkrecht zu 7i . B liegt nicht auf der Ebene,
denn OB ist nicht senkrecht zu7 . B liegt (iber der Ebene, wie in der Abbildung angedeutet ist. In
Wirklichkeit ist die Ebene natiirlich unendlich grof.

Die implizite Darstellung einer Ebene sieht nun so aus:
(X -0)eii=0

Diese Form nennt man auch Normalenform. Sie beschreibt alle Punkte X, die auf der Ebe-
ne mit dem Punkt O und dem Normalenvektor 7i liegen. Wenn man 7 in die Klammer ein-
multipliziert, erhélt man:

Xeii—Oeii=0

Nun legen wir fest, dass wir als Normalenvektor einen Einheitsvektor verwenden, also 7,
(gleiche Richtung wie#, aber mit einer Ldnge von 1), und definieren die Variable d
als O e 71, . Was wir dann erhalten, nennt man die Hessesche Normalform:

Xeii,—d=0

Der Parameter d, also eigentlichOOﬁO, ist der Abstand der Ebene vom Koordinatenur-
sprung. Mit d konnen wir die Ebene also entlang ihres Normalenvektors 7, verschieben (in
eine andere Richtung wiirde eine Verschiebung auch wenig Sinn machen, da die Ebene
dort schlieBlich unendlich weit ausgebreitet ist). Wir konnen eine Ebene jetzt allein
durch 7i, und d eindeutig darstellen.

Die Hessesche Normalform hat eine praktische Besonderheit: Wenn man die Koordinaten
eines Punkts in sie einsetzt, ist das Ergebnis der Abstand des Punkts von der Ebene. Das
Vorzeichen gibt dabei an, auf welcher Seite der Ebene sich der Punkt befindet.
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x=Xeii,—d x=0: X befindet sich auf der Ebene.
x> 0: X befindet sich x Einheiten vor der Ebene.
x < 0: X befindet sich — x Einheiten hinter der Ebene.

Die ,,vordere Seite” der Ebene ist die, in deren Richtung der Normalenvektor zeigt.

Konstruktion

Eine Ebene kann durch drei Punkte 4, B und C, die nicht auf einer Geraden liegen, defi-
niert werden. Dazu setzt man zum Beispiel O = 4 ,ii = ABundv = AC . Daraus ergibt
sich7i = ABx AC . /i wird im nichsten Schritt zu 7, normiert. Dann fehlt noch d. Wir set-
zend = Aeji,(oder auch Beji, oder C oi,, das macht keinen Unterschied, denn es muss
nur irgendein Punkt sein, der auf der Ebene liegt).

Es soll zum Beispiel eine Ebene konstruiert werden, die die folgenden Punkte enthalt:

A=(4,0,0)
B=(2,1,2)
C=(0, 2, 6)

O=4=(4, 0, 0)
ii=AB=B-A=(-2, 1, 2)
V=AC=C-A=(-4, 2, 6)
fi=iixy=(2, 4, 0)

i (24,
fiy = (2.4 0) ~(0.447, 0.984, 0)

d=Aeii,=Beii,=Ceii, ~1.789
Die Hessesche Normalform der gesuchten Ebene lautet also:
X #(0.447, 0.984, 0)-1.789=0

Wozu braucht man Ebenen in der 3D-Grafik? Vielleicht erinnern Sie sich noch an die
Projektionstransformation und den View-Frustum. Der View-Frustum ist der Bereich in
Form einer abgestumpften Pyramide, der alle sichtbaren Punkte in der Szene enthilt. Er
wird durch sechs Ebenen begrenzt.* Will man herausfinden, ob ein Punkt sichtbar ist, dann

4 Auch ein Quader kann durch sechs Ebenen beschrieben werden. Solche konvexen Korper, die sich durch
(beliebig viele, aber nicht unendlich viele) Ebenen beschreiben lassen, nennt man Polyeder. Fiir solche
Objekte lassen sich gewisse Berechnungen besonders effizient durchfiihren, wie zum Beispiel Schnitttests
mit Strahlen.
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2.7 Farben

kann man dazu den Punkt in die Gleichungen dieser Ebenen einsetzen. Sobald man sieht,
dass er sich auf der ,falschen* Seite einer der sechs Ebenen befindet, weill man, dass er
damit auch auBlerhalb des View-Frustums und damit unsichtbar ist. Aber Ebenen spielen
auch noch in anderen Bereichen eine Rolle.

2.6.3 Kugeln

Das vorerst letzte geometrische Objekt, das wir betrachten wollen, ist die Kugel (englisch:
sphere). Eine Kugel hat einen Mittelpunkt C (center) und einen Radius r. Die Punkte, die
auf der Kugeloberfldche liegen, werden dadurch charakterisiert, dass ihr Abstand zum
Mittelpunkt genau dem Radius entspricht. Das besagt auch die implizite Darstellung einer
Kugel:

|)?—é|=r oder ()?—6)2 =r

Die Parameterdarstellung einer Kugel funktioniert mit zwei Winkeln (Kugelkoordinaten).
Sie ist fiir unsere Zwecke nicht wichtig, aber der Vollstindigkeit halber mdchte ich sie
trotzdem angeben:

sina -cos
S(at, B)=C+r-|sina-sinf | mit0O<a<zund0<p<27

cos

In der 3D-Grafik werden Kugeln héufig verwendet, um bestimmte Algorithmen zu be-
schleunigen. Dazu wird beispielsweise eine Kugel um ein komplexes 3D-Modell gelegt
(eine so genannte Bounding-Sphere). Mochte man nun herausfinden, ob das Modell sicht-
bar ist, testet man zunéchst, ob seine Bounding-Sphere sichtbar ist. Das geht sehr schnell,
weil die Kugel eine so gleichmiBige Form hat und sich leicht beschreiben ldsst. Wenn sich
dann ergibt, dass die Bounding-Sphere nicht sichtbar ist, dann ist das darin liegende Mo-
dell erst recht nicht sichtbar und braucht nicht gerendert zu werden.

Das gleiche kann man auch mit einem Quader (Box) tun und erhilt dann eine Bounding-
Box. Fiir manche Objekte eignet sich eine Kugel besser, fiir manche ein Quader. Das Gan-
ze funktioniert nicht nur fiir Sichtbarkeitstests, sondern beispielsweise auch fiir Kollisions-
tests. Wenn die Bounding-Spheres oder Bounding-Boxes zweier Objekte nicht kollidieren
(was sehr effizient festgestellt werden kann), dann konnen auch die Objekte selbst nicht
kollidieren.

Farben

Farben spielen in der Computergrafik und der Spieleprogrammierung naturgeméal eine
grofie Rolle, denn wer wiirde (in der heutigen Zeit) schon gerne ein Spiel spielen, das nur
Schwarzweiligrafik zu bieten hat? Wir werden uns zunéchst damit beschéftigen, wie die
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Farbwahrnehmung funktioniert, und dann auf das RGB-Farbmodell eingehen, das sich in
der Computergrafik etabliert hat.

2.7.1 Licht und Farbe

Farbe hat etwas mit dem Sehen zu tun, und sehen konnen wir nur mit Hilfe von Licht, das
in unsere Augen fallt. Als (sichtbares) Licht bezeichnet man einen bestimmten Bereich aus
dem elektromagnetischen Spektrum, der von unseren Augen wahrgenommen wird. Als
sichtbares Licht bezeichnet man elektromagnetische Wellen mit einer Wellenldnge zwi-
schen ungefihr 380 und 780 nm (1 nm = 1 Nanometer = 1 Milliardstel Meter =10 m ).
380 nm, die kiirzeste sichtbare Wellenlénge, entspricht Violett, und 780 nm entspricht Rot.
Dazwischen liegen Blau, Griin, Gelb und Orange. Den Bereich unmittelbar ,,unterhalb*
von Rot bezeichnet man als Infrarot (IR-Strahlung), und den Bereich unmittelbar ,,ober-
halb* von Violett als Ultraviolett (UV-Strahlung).

Elektromagnetische Strahlung breitet sich mit Lichtgeschwindigkeit (im Vakuum sind
das 2997924582 ) aus und kann entweder als Welle oder als Teilchen (Photonen) betrach-
tet werden. Die Energie der Strahlung héngt von der Frequenz ab, und damit von der Wel-
lenldnge. Eine groflere Wellenldnge bedeutet eine niedrigere Frequenz und eine geringere
Energie und umgekehrt. Die Intensitit des Lichts héngt nicht von der Frequenz ab, sondern
von der Amplitude der Welle (im Wellenmodell) oder der Anzahl der Photonen pro Zeit-
einheit (im Teilchenmodell).

Das sichtbare Licht macht nur einen sehr kleinen Teil des Spektrums aus. Am unteren
Ende befindet sich die langwellige Radiostrahlung, mit der wir unsere Radio- und Fern-
sehprogramme iibertragen, und die auch fiir die Astronomie sehr interessant ist (Radiotele-
skope). Danach folgen die Mikrowellen, das Infrarote, das sichtbare Licht und das bereits
gefdhrliche UV-Licht. Am oberen Ende des Spektrums liegen Rontgen- und Gammastrah-
lung.

Sichtbares Licht
Violett Blau Griin Gelb Rot
380-420 nm 450-500nm  520-565nm 574 nm 625-740 nm
| ] ] ] 1 ] ] 1 ] L |
! Hohen- | Gamma- | Rontgenstrahlung IUV-LichtI Ilnframt | Terahertz- 1 Mikrowellen IUHFI UKW 1 Mittelwelle I'1 Wechselstrom 1
strahlung  strahlung strahlung
]\;y“eél:"' 1 fm 1 pm 1A  1nm 1 pm Imm 1cm 1m 1 km 1 Mm
| ] 1 | ] |- ] ] ]
| | | | | | |
Frequenz 1ZHz 1 EHz 1 PHz 1 THz 1GHz 1 MHz 1 KHz

Abbildung 2.37 Das elektromagnetische Spektrum und das sichtbare Licht

Wenn man einen Regenbogen anschaut, dann sieht man darin das gesamte Spektrum des
sichtbaren Lichts — von Rot bis Violett. Bei diesen Farben handelt es sich um monochro-
matisches Licht, das heiBit, dass es nur aus einer einzigen Wellenldnge besteht (Spektral-
farben). Bei dem Licht, das wir in unserer Umgebung wahrnehmen, handelt es sich aber
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meistens um polychromatisches Licht, das aus vielen Wellenlingen zusammengesetzt ist.
Viele Farben, die wir kennen, findet man nicht im Regenbogen wieder, da sie nur durch
eine solche Farbmischung entstehen kénnen.

Das Licht, das die Sonne ausstrahlt, enthilt — bis auf einige Liicken (Fraunhoferlinien) —
das gesamte sichtbare Spektrum und noch mehr. Solches Licht, in dem das ganze sichtbare
Spektrum ungefédhr gleich stark vertreten ist, nehmen wir als Wei3 wahr. Da der blaue
Anteil in der Erdatmosphére gestreut wird, empfinden wir das Sonnenlicht jedoch eher als
gelblich.

2.7.2 Farbe und ihre Wahrnehmung

Wenn Licht in unser Auge und auf die Netzhaut fillt, wird es in Nervenimpulse umgewan-
delt, die tiber den Sehnerv in unser Gehirn geleitet werden. Zu diesem Zweck befinden
sich auf der Netzhaut lichtempfindliche Sinneszellen, die Foforezeptoren. Davon gibt es
zwel Arten: Stdbchen und Zapfen.

Die Stébchen, von denen ein durchschnittlicher Mensch in jedem Auge ungefahr 120 Mil-
lionen besitzt, tragen nicht zur Farbwahrnehmung bei, sondern helfen uns beim Sehen in
dunklen Umgebungen. Im duBleren Bereich der Netzhaut sind sie stirker vertreten als im
Zentrum, weshalb man kleine Helligkeitsunterschiede in der Dunkelheit am besten aus
dem Augenwinkel sehen kann. Das ist wohl durch die Evolution bedingt, denn wenn man
von der Seite plotzlich angegriffen ist, ist es relativ egal, welche Farbe der Angreifer hat,
solange man rechtzeitig erkennt, dass er da ist.

Von den Zapfen haben wir wiederum drei Typen: Blau-, Griin- und Rotrezeptoren. Je nach
Typ sind die Zapfen fiir einen bestimmten Teil des Spektrums besonders empfindlich. Die
Rotrezeptoren nehmen hauptséchlich den roten Anteil des Lichts wahr, die Griinrezeptoren
den Griinen und die Blaurezeptoren den Blauen. Sie ermdglichen es uns, zwischen ver-
schiedenen Farben zu unterscheiden.> Wenn alle drei Rezeptoren ungefihr gleich stark
(oder gar nicht) stimuliert werden, entsteht der Eindruck von Grautdnen (inklusive Weil3
und Schwarz). Wenn die Sinneszellen durch zu intensives Licht {iberreizt werden, werden
wir geblendet. Die drei Rezeptoren sind unterschiedlich empfindlich. Am empfindlichsten
ist der Griinrezeptor, darum erscheint uns die Farbe Griin am hellsten. Am unempfindlichs-
ten sind die Blaurezeptoren, wihrend Rot in der Mitte liegt.

In einem durchschnittlichen Auge befinden sich ungeféhr 6 Millionen Zapfen. Da die Zap-
fen nicht so lichtempfindlich sind wie die Stdbchen, kdnnen wir in der Ddmmerung nur
sehr schwer Farben erkennen, da dann nur die Stidbchen ,,funktionieren®.

5 In den Augen von Végeln befinden sich sogar vier Typen von Zapfen. Dadurch kénnen Végel auch UV-
Licht wahrnehmen. Andere Tierarten wie Hunde oder Katzen haben hingegen nur zwei Typen von Zapfen.
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Abbildung 2.38 Absorptionskurven der drei Zapfentypen und der Stéabchen

Was ist Farbe nun also? Der Begriff lasst sich physikalisch nicht sehr gut beschreiben,
vielmehr hingt Farbe von unserer Wahrnehmung und auch vom Spektrum der Lichtquelle
ab, von der die Umgebung beleuchtet wird. Wenn beispielsweise sagen, dass ein Apfel
griin ist, dann heif3t das, dass von seiner Oberflache hauptsédchlich griines Licht reflektiert
wird. Licht anderer Wellenlédngen wird absorbiert. Betrachten wir den Apfel in weilem
Licht, dann erscheint er tatsichlich griin, aber was passiert, wenn wir ihn nur mit rotem
Licht bestrahlen? Ein ,,perfekt griiner Apfel wiirde uns dann als schwarz erscheinen, da
seine Oberflache das rote Licht absorbiert und somit kein Licht reflektiert wird, das in
unser Auge fallen konnte.

2.7.3 Das RGB-Farbmodell

Da das menschliche Auge, wie bereits beschrieben, Sinneszellen fiir rotes, griines und
blaues Licht besitzt, ist es nahe liegend, diese drei Farben zu verwenden, um daraus alle
fiir uns wahrnehmbaren Farben zu konstruieren (Farbsynthese). Beim RGB-Farbmodell
(Rot, Griin, Blau oder Red, Green, Blue) wird genau dies getan.®

Praktisch alle Farbbildschirme bestehen aus einer Vielzahl roter, griiner und blauer
Leuchtzellen (winzig kleine ,,Ldmpchen*), die einzeln angesteuert und in ihrer Leuchtkraft
verdndert werden konnen. Ein Bildpunkt besteht dann aus einer roten, einer griinen und
einer blauen Zelle. Das gilt sowohl fiir R6hrenmonitore als auch fiir LCD-/TFT-Displays,
nur dass die Leuchtzellen unterschiedlich funktionieren und angesteuert werden. Da die
Leuchtzellen sehr nah beieinander liegen, sind sie fiir unser Auge aus normaler Distanz
nicht einzeln auflosbar und verschmelzen zu einem einzigen Punkt in der Farbe, die sich
aus der Uberlagerung der drei Grundfarben ergibt.

6 Tatséchlich kann man mit dem RGB-Farbmodell jedoch nicht wirklich restlos alle fiir uns wahrnehmba-
ren Farben erzeugen.
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Da sich Rot, Griin und Blau additiv iiberlagern, spricht man hier auch von einem additiven
Farbmodell. Wann immer man den Anteil einer der drei Grundfarben erhoht, erhoht man
dadurch die Helligkeit der resultierenden Mischfarbe.

Im RGB-Farbmodell wird eine Farbe als dreidimensionaler Vektor dargestellt, dessen
Komponenten fiir die Intensititen der Grundfarben Rot, Griin und Blau stehen. Deren
Werte konnen dabei zwischen 0 (kein Licht) und 1 (volle Intensitit) liegen. In einem Ko-
ordinatensystem mit den Achsen Rot, Griin und Blau liegen die darstellbaren Farben dann
in einem Wiirfel von RGB(0, 0, 0) bis RGB(1, 1, 1).

Tabelle 2.1 RGB-Darstellungen einiger Farben

Farbe RGB-Darstellung
Rot RGB(1, 0, 0)
Grin RGB(0, 1, 0)

Blau RGB(0, 0, 1)
Gelb RGB(1, 1, 0)
Magenta RGB(1, 0, 1)
Cyan RGB(0, 1, 1)
Orange RGB(1, 0.5, 0)
Schwarz RGB(0, 0, 0)
Weil RGB(1, 1, 1)

50% Grau RGB(0.5, 0.5, 0.5)

Darstellung im Computer

Im Computer speichert man RGB-Farben meistens in Form eines 24- oder 32-Bit-Werts
(Double Word) ab. Fiir jeden Farbkanal stehen dabei 8 Bits, also 1 Byte zur Verfligung.
Dementsprechend sind die Rot-, Griin- und Blauanteile jeweils in 256 Abstufungen dar-
stellbar (0 bis 255), was zu einer Gesamtanzahl von 256° = 16777216 verschiedenen Far-
ben fiihrt (auch als True Color bezeichnet). Bei 32 Bits, was fiir (32-Bit-)Prozessoren prak-
tischer und schneller ist als mit 24 Bits zu rechnen, bleibt das vierte Byte entweder unge-
nutzt oder wird fiir den Alphakanal verwendet, mit dem die Transparenz einer Farbe fest-
gelegt werden kann.

Die Zahl von ungefédhr 16.7 Millionen Farben entspricht auch der Anzahl der Farben, die
die meisten heutigen Grafikkarten und Displays darstellen kdnnen. Fiir die Anzeige auf
dem Monitor ist es also nicht nétig, mit noch hoherer Genauigkeit zu arbeiten. Bei der
Bildverarbeitung, also beim Rechnen mit Bilddaten, kann es sich hingegen schon lohnen,
beispielsweise mit FlieBkommazahlen statt mit Bytes zu rechnen, da sich sonst Rundungs-
fehler bei vielen hintereinander angewendeten Operationen schnell bemerkbar machen.
Natiirlich benétigt ein Bild dann auch wesentlich mehr Speicherplatz. Auch beim HDRR
(High Dynamic Range Rendering), das man als Spezialeffekt heute in fast allen 3D-
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Spielen findet, wird bis kurz vor der Darstellung auf dem Monitor mit hdherer Genauigkeit
gerechnet — aber mehr dazu spéter.

Wer sich schon einmal mit der Gestaltung von Webseiten mit HTML und CSS beschéftigt
hat, der wird die Darstellung von 24-Bit-RGB-Farben als Hexadezimalwert kennen. Je-
weils zwei Hexadezimalziffern stehen dabei fiir einen Farbkanal, zuerst Rot, dann Griin
und zuletzt Blau. Die Farbe Rot entspricht dann beispielsweise #FF0000, Griin ist #00FF00,
Blau ist #0000FF, und #FF8000 stellt Orange dar.

Rechnen mit Farben

Da wir eine Farbe als RGB-Vektor darstellen konnen, konnen wir mit diesen Vektoren
natiirlich auch wie gewohnt rechnen. Doch was kommt dabei heraus?

Wenn wir zwei Farben addieren, dann entspricht das einer additiven Farbmischung. Rot
plus Griin ergibt zum Beispiel Gelb, denn (1, 0, 0) + (0, 1, 0) = (1, 1, 0). Multiplizieren wir
einen Farbvektor mit einem Skalar, dann verdndern wir damit die Intensitit der Farbe.
Wenn man zwei Farbvektoren komponentenweise multipliziert, dann kann man sich die
eine Farbe als die Farbe einer Lampe vorstellen und die andere Farbe als die Farbe eines
Filters, der vor die Lampe gehalten wird. Das Ergebnis ist dann die Farbe, die man durch
den Filter sieht. Schicken wir zum Beispiel orangefarbenes Licht durch einen griinen Fil-
ter, dann gelangt nur der weniger intensive griine Anteil von Orange durch den Filter hin-
durch: (1, £, 0)#(0, 1, 0)=(0, %, 0). Bei der Beleuchtung wird die komponentenweise
Multiplikation spéter noch sehr hdufig verwendet werden.

Zum Abschluss wollen wir uns noch ansehen, wie man eine Farbe in eine Graustufe um-
rechnet, also wie man die Helligkeit oder Luminanz einer Farbe (auch mit Y bezeichnet)
berechnen kann. Man kénnte auf die Idee kommen, einfach den Mittelwert des Rot-, Griin-
und Blauanteils zu nehmen, aber da wir Rot, Griin und Blau unterschiedlich hell wahr-
nehmen, miissen die Farben gewichtet werden: Rot mit 0.299, Griin mit 0.587 und Blau
mit 0.114. Griin nehmen wir somit, wie bereits gesagt, mit Abstand am hellsten wahr,
gefolgt von Rot und schlieBlich Blau. Die Graustufe kann also mit einem Skalarprodukt
berechnet werden:

R) (0.299
Y =| G |e]| 0.587
B) \0.114

2.7.4 Andere Farbmodelle

CMY(K)

Das RGB-Farbmodell ist einfach zu verstehen und anzuwenden, aber es gibt auch noch
andere, zum Beispiel das CMY-Farbmodell. Im Prinzip handelt es sich dabei um die sub-
traktive Variante des RGB-Farbmodells. Bei den RGB-Farben geht man von Schwarz aus
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und macht die Farbe durch Hinzufiigen der Grundfarben Rot, Griin und Blau heller. Bei
CMY (Cyan, Magenta, Yellow — also Cyan, Magenta und Gelb) geht man von Weif} aus
und zieht die entsprechenden Grundfarben davon ab. Darum spricht man von einem sub-
traktiven Farbmodell. Die Umrechnung zwischen RGB und CMY funktioniert sehr ein-
fach:

RGB nach CMY: CMY nach RGB:
C=1-R R=1-C
M=1-G G=1-M
Y=1-8B B=1-Y

Das CMY-Farbmodell wird fiir den Farbdruck verwendet. Das Blatt Papier ist weil3, und
jeder Farbtropfen, der auf das Papier gebracht wird, absorbiert Teile des einfallenden
Lichts. Farben, die heller als das Papier sind, lassen sich darum nicht drucken (dazu miisste
man selbst leuchtende Farben verwenden).

CMY(O0, 0, 0) ergibt also Wei}, und CMY(1, 1, 1) ergibt Schwarz. Das funktioniert zwar in
der Theorie, aber in der Praxis leider nicht perfekt. In der Patrone eines Farbdruckers be-
finden sich Cyan, Magenta und Gelb. Die Mischung dieser drei Farben ergibt aber kein
richtiges Schwarz, da es sehr schwierig ist, die bendtigten Farben exakt herzustellen. Dar-
um verwendet man als vierte Farbe in der Patrone Schwarz — einerseits, um damit Grauto-
ne und Schwarz selbst zu drucken, und andererseits zum effizienteren Abdunkeln anderer
Farben. AuBlerdem spart man somit Tinte und sorgt fiir schérfere Bilder. Das um die Farbe
Schwarz erweiterte CMY-Modell bezeichnet man als CMYK-Farbmodell (K fiir Black
oder Key). Die Umrechnung von CMY nach CMYK und zuriick funktioniert so:

CMY nach CM'Y'K: C'M'Y'K nach CMY:
K:min{C,M,Y} C:C'-(I—K)+K
o 0, wenn K =1 M=M"(1-K)+K
e &L Y=Y'-(1—K)+K
1% M=E 1, sonst
¥

>

1-K
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Schwarz Weil3

Gelb

Cyan

Abbildung 2.39 Additive und subtraktive Farbsynthese

YUV

Ein anderes Farbmodell ist das YUV-Farbmodell. Hierbei wird eine Farbe in ihre Lumi-
nanz Y und ihre Chrominanz (U und V) aufgeteilt. Die Chrominanz bestimmt den Farbton
und die Sattigung. Im YUV-Farbraum lassen sich auf Grund dieser Darstellung einige
Berechnungen leichter durchfiihren als im RGB-Farbraum. Fiir Y liegt der Wertebereich
zwischen O und 1. Uund ¥ kdnnen Werte von —0.5 bis 0.5 annehmen.

Bei der JPEG-Kompression wird das Bild zunéchst in einen leicht abgewandelten YUV-
Farbraum transformiert. AnschlieBend wird die Tatsache ausgenutzt, dass das menschliche
Auge Farbinformationen ortlich nicht so exakt aufldsen kann wie Helligkeitsinformationen
(weil die Zapfen weit weniger dicht verteilt sind als die Stdbchen), indem der Chrominan-
zanteil des Bildes auf die halbe Auflosung heruntergerechnet wird. So ergeben sich bereits
erste Einsparungen in der Datenmenge, die anschlieBend durch weitere Kompressionsver-
fahren noch stérker reduziert wird.

Die Umrechnung zwischen RGB und YUV funktioniert wie folgt:

RGB nach YUV: YUYV nach RGB:
Y=0.299-R+0.587-G+0.114-B B=Y+5%
U:(B—Y)~0.493 R=Y+4t
V:(R—Y)~O.877 G=17-Y-0.509-B-0.245-R

Beleuchtungsberechnung
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Die Beleuchtung spielt fiir die Wirkung einer gerenderten 3D-Szene eine bedeutende Rol-
le. Wenn etwas mit Licht und Schatten nicht stimmt, merken wir das sehr schnell, da wir
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aus unserem Alltag sehr genaue Vorstellungen haben, wie eine Umgebung unter bestimm-
ten Lichtbedingungen auszusehen hat.

Die Beleuchtung der realen Welt kann im Computer jedoch nahezu unmoglich perfekt
nachgestellt werden, da man theoretisch jedes einzelne Photon modellieren und seinen
Weg durch die Szene verfolgen miisste. Also muss man die Berechnungen so weit wie
moglich vereinfachen, ohne das Ergebnis allzu unrealistisch aussehen zu lassen.

2.8.1 Was ist ein Vertex?

Bevor wir zur eigentlichen Beleuchtung kommen, muss noch ein iiberaus wichtiger Begriff
erklart werden, der uns von nun an stindig begleiten wird.

Wir haben uns schon ausgiebig mit den Eckpunkten von Dreiecken befasst, beispielsweise
bei der Transformation durch Matrizen. Dabei war ein solcher Eckpunkt einfach nur ein
Vektor, der die Position des Punkts beschrieb. Aber ein Eckpunkt kann noch mehr Infor-
mationen beinhalten als nur eine Positionsangabe, zum Beispiel eine Farbe. Beim Zeich-
nen eines Dreiecks kann diese Farbe dann interpoliert werden. Nehmen wir zum Beispiel
ein Dreieck mit einem roten, einem griinen und einem blauen Eckpunkt. Die Pixel, die
exakt an diesen Eckpunkten liegen, sollen spéter genau die entsprechende Farbe erhalten,
aber auf der Dreiecksfliche hidtten wir gern einen kontinuierlichen Farbverlauf. In der
Mitte wiirden beispielsweise alle drei Eckpunktfarben gleichermaflen zum Ergebnis beitra-
gen, so dass die Farbe dort grau wére.

Einen Eckpunkt, dem man weitere Informationen hinzufiigen kann, also beispielsweise
eine Farbe, nennt man Vertex. Die Mehrzahl davon lautet Vertizes, in Anlehnung an das
Wort Index und dessen Plural Indizes. Ein Vertex kann noch viel mehr beinhalten als nur
eine Position und eine Farbe, zum Beispiel einen Normalenvektor, der senkrecht zur Ober-
flache steht, die durch die Dreiecke angendhert werden soll. Dieser Normalenvektor spielt
bei der Beleuchtung eine grofle Rolle.

Ein weiterer Bestandteil eines Vertex konnen Texturkoordinaten fiir die Texturierung sein.
Darauf werden wir spiter noch genauer eingehen.

2.8.2 Das Phong-Modell

Ich mochte Thnen nun das Phong-Modell vorstellen, das in der Praxis gingigste Beleuch-
tungsmodell fiir Echtzeitanwendungen. Es handelt sich um ein lokales Beleuchtungssys-
tem, das mit einer sehr groben Anndherung auch die globale Komponente versucht zu
beriicksichtigen. Noch einmal zur Wiederholung: ein Beleuchtungsmodell nennt man lo-
kal, wenn es nur die ortliche Beleuchtung der Objekte berechnet und dabei weder Schatten
beriicksichtigt’ noch die Tatsache, dass Licht von einer Oberfliche auf eine andere reflek-
tiert werden kann und sich die Objekte auf diese Weise gegenseitig beleuchten.

7 Schattenwiirfe kénnen dennoch relativ leicht in ein solches Beleuchtungsmodell eingefiigt werden.
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Das Phong-Modell wurde bereits 1975 vorgestellt, als man von Echtzeit-3D-Grafik, wie
sie heute moglich ist, nur triumen konnte. Das Phong-Modell ist physikalisch gesehen
nicht korrekt (Lichtquellen werden als punktformig betrachtet, und der Energieerhaltungs-
satz wird verletzt), es liefert aber dennoch gute Ergebnisse. In diesem Modell setzt sich die
Beleuchtung aus den folgenden Komponenten zusammen, die wir uns gleich niher anse-
hen werden:

" Ambientes Licht (Ambient Light)

® Diffuses Licht (Diffuse Light)

= Spekulares Licht (Specular Light)

= Selbstbeleuchtung (Self lllumination)

2.8.2.1 Ambientes Licht

Das ambiente Licht erhellt die gesamte Szene und beleuchtet somit jede Oberfliche, und
zwar unabhéngig davon, wo sie sich befindet und wohin sie zeigt. Wenn Sie in einem
vollig abgedunkelten Raum eine Taschenlampe einschalten und sie auf die Wand richten,
dann wird durch die Reflexion auch der Rest des Raums zumindest ein wenig Licht abbe-
kommen. Durch das ambiente Licht versucht man dem Rechnung zu tragen und erhellt
einfach die gesamte Szene um einen bestimmten Wert. Das ist natiirlich keine exakte Lo-
sung, sondern nur eine simple Anndherung an eine echte globale Beleuchtung, aber sie
erflillt meistens ihren Zweck.

Die ambiente Beleuchtung 4 berechnet sich aus dem komponentenweisen Produkt der
ambienten Lichtfarbe, die wir 4, nennen wollen, und der ambienten Materialfarbe 4, .
Also:

A=A * A,

Die Unterscheidung zwischen Licht- und Materialfarbe wird uns noch o6fter begegnen.
Spdter werden wir jedem Dreieck, das wir zeichnen wollen, ein Material zuordnen und
somit definieren, was mit dem einfallenden Licht geschieht.

Normalerweise setzt man die ambiente Lichtfarbe nur auf relativ kleine Werte, zum Bei-
spiel RGB(0.1, 0.1, 0.1). Wenn wir in diesem Fall dann eine ambiente Materialfarbe von
Rot hitten, also RGB(1, 0, 0), dann wire 4 = RGB(0.1, 0, 0), was einem sehr dunklen Rot
entspricht. Die Griin- und Blauanteile des ambienten Lichts wiirden dann von der Oberflé-
che nicht reflektiert.
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Abbildung 2.40 Szene, die ausschlief3lich mit ambientem Licht beleuchtet wurde. Es sind kaum Kon-
traste sichtbar, aber die Szene hat eine gewisse Grundhelligkeit. Die beiden Kugeln deuten die Positi-
on der punktférmigen Lichtquellen an.

2.8.2.2 Diffuses Licht

Die diffuse Beleuchtung entsteht durch die direkte Lichteinstrahlung von der Lichtquelle
auf die Oberfliche. Von dort wird das Licht gestreut und fallt schlieBlich in das Auge des
Betrachters. Dabei hingt die Stirke der Beleuchtung von dem Winkel ab, unter dem die
Lichtstrahlen auftreffen. Je flacher der Winkel ist, desto weniger Licht erreicht die Ober-
flache. Betrachten wir als Beispiel einen Sonnenuntergang: wenn die Sonne tief am Hori-
zont steht, beleuchtet sie die Oberflaiche nur unter einem sehr flachen Winkel, wodurch
dort nur wenig Licht pro Quadratmeter auftrifft. Steht die Sonne jedoch im Zenit, dann
treffen die Lichtstrahlen senkrecht auf die Erde, und die Beleuchtung ist maximal.

Genauer gesagt nimmt die Beleuchtung im Phong-Modell nicht linear mit kleiner werden-
dem Winkel ab, sondern sie ist proportional zum Kosinus des Winkels zwischen der Rich-
tung von der Oberfldche zur Lichtquelle (Lichtvektor) und dem Normalenvektor der Ober-
fliche. Scheint das Licht senkrecht auf die Oberfliache, dann betrigt der Winkel zwischen
Normalenvektor und Lichtvektor 0°. Da der Kosinus von 0° gleich 1 ist, ist die Beleuch-
tung dann maximal. Beim Beispiel des Sonnenuntergangs wire der Winkel nah bei 90°
und der Kosinus fast null, was wie erwiinscht zu einer sehr schwachen Beleuchtung fithren
wiirde. Was passiert, wenn das Licht von hinten auf die Oberflache féllt? Dann ist der
Winkel grofler als 90° und der Kosinus negativ. Damit wir hier keine Beleuchtung ,,abzie-
hen*, machen wir einfach alle negativen Werte zu null.

Den Lichtvektor wollen wir L nennen und den Normalenvektor N . Wenn beide Vektoren
normiert sind ( Z,und N, ), dann entspricht ihr Skalarprodukt genau dem gesuchten Kosi-
nus des Winkels zwischen ihnen. Die diffuse Beleuchtung D kann nun wie folgt berechnet
werden:
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D=D, *D,, ~max{cos&(z, ]V), 0}
=D, *D,, -max{i0 e N,, 0}

D, und D, geben hierbei die diffuse Lichtfarbe und die diffuse Materialfarbe an. Der dif-
fuse Anteil ist meistens der Grof3te von allen.

Abbildung 2.41 Diffuse Beleuchtung: der Winkel a zwischen dem Normalenvektor und der Richtung

zur Lichtquelle bestimmt den Grad der Beleuchtung. Je kleiner er ist, desto starker wird die Oberflache
beleuchtet.

Anders als das ambiente Licht bringt die diffuse Beleuchtung Kontrast in die Szene und
erlaubt es dem Betrachter, ihren rdumlichen Aufbau besser zu erkennen.
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Abbildung 2.42 Diffuser Anteil der Beleuchtung: nun Iasst sich deutlich besser erkennen, wie die
Objekte in der Szene angeordnet sind. Oberflachen, die den Lichtquellen abgewandt sind (beispiels-
weise die Seitenwande der Regale) sind dunkel.

2.8.2.3 Spekulares Licht

Oft mochte man glidnzende Oberflidchen wie zum Beispiel Porzellan oder poliertes Metall
darstellen. Den typischen Glanzeffekt (Specular Highlights) kann man jedoch nicht nur mit
Hilfe von ambientem und diffusem Licht erzielen. Genau zu diesem Zweck gibt es das
spekulare Licht. Das spekulare Licht modelliert die Spiegelung der Lichtquelle in der Ob-
jektoberfliache. Bei der Berechnung spielt im Gegensatz zur diffusen Beleuchtung auch die
Position des Betrachters eine Rolle, denn ob die von der Lichtquelle ausgesandten und von
der Oberfldche reflektierten Strahlen in sein virtuelles Auge treffen, hidngt natiirlich von
seinem Aufenthaltsort ab.

Die spekulare Beleuchtung funktioniert wie folgt: man berechnet zunichst, in welche
Richtung das auf die Oberfliche auftreffende Licht im Falle einer perfekten Reflexion
reflektiert wiirde. ,,Perfekte Reflexion® bedeutet ganz einfach, dass der Einfallswinkel
gleich dem Ausfallswinkel ist (gemessen am Normalenvektor der Oberfléche). Bei sehr
glatten Oberflachen ist das der Fall, bei raueren Oberflidchen hingegen werden die Strahlen
in mehr oder weniger zuféllige Richtungen reflektiert (dies wird durch die diffuse Beleuch-
tung modelliert). Wenn wir nun den perfekten Reflexionsvektor R kennen, dann miissen
wir noch herausfinden, wie genau sich der Betrachter in der ,,Schussbahn* der perfekt
reflektierten Strahlen befindet. Dazu bestimmen wir mit dem Skalarprodukt den Kosinus
des Winkels zwischen R und der Richtung vom zu beleuchtenden Punkt zum Beobachter.
Diesen Vektor wollen wir ¥’ nennen. Das Skalarprodukt wird nun mit p, dem spekularen
Exponenten potenziert. Dieser Exponent, der normalerweise zwischen 1 und o liegt, be-
stimmt die Stirke und Abgegrenztheit des Glanzeffekts. Je hoher man den Wert wéhlt,
desto schirfer und kleiner erscheinen die Glanzpunkte auf der Oberfldche, da durch das
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Potenzieren kleine Werte noch kleiner werden, Werte nahe bei 1, wo der Betrachter also
fast oder exakt in der Richtung der perfekten Reflexion steht, hingegen weniger betroffen
sind.

Die Vektoren R und ¥ berechnen wir wie folgt:
R=-L+2-N-(N, L)
V=PC=C-P

Anschlieend ldsst sich die spekulare Beleuchtung errechnen:

S =8 *Sy ~max{cos”é(1§, 17), 0}

=SL*SM-max{(R0-]:O)p, 0}

Abbildung 2.43 Spekulare Beleuchtung: Licht wird von der Oberflache perfekt reflektiert. Je kleiner
der Winkel y, desto mehr davon fallt direkt in das Auge des Betrachters beim Punkt E.
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Abbildung 2.44 Kosinuskurven mit verschiedenen Exponenten: je héher der Exponent, desto abge-
grenzter ist der Glanzeffekt bei der spekularen Beleuchtung. Die Kurve mit dem Exponenten 256 (ganz
innen) erreicht nur fiir sehr kleine Winkel hohe Werte. Der Ubergang ist im Gegensatz zu dem der
anderen Kurven sehr scharf.

Abbildung 2.45 Spekularer Anteil der Beleuchtung: hier sind nur die glanzenden Oberflachen zu
erkennen, wie die Teekanne auf dem Tisch oder die Objekte in den Regalen. Die Lampen sind in
dieser Szene eine Ausnahme, da sie unabhangig von der Beleuchtung immer weif} sind.
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2.8.2.4 Selbstbeleuchtung

Manchmal méchte man, dass ein Objekt eine gewisse Helligkeit hat, auch ohne von einer
Lichtquelle angestrahlt zu werden. Ein gutes Beispiel dafiir sind Kontrolllimpchen oder
Bildschirme. Vor allem bei einem kleinen Ldmpchen kann man es sich meistens nicht
leisten, dafiir eine Lichtquelle zu verwenden. Darum gibt es die Selbstbeleuchtung, die
einfach zu den drei anderen Beleuchtungsanteilen hinzuaddiert wird. Objekte, die man auf
diese Weise leuchten ldsst, sind natiirlich nicht in der Lage, andere Objekte zu beleuchten,
da sie keine echten Lichtquellen sind.

2.8.2.5 Und nun alles zusammen

Beim Phong-Modell werden der ambiente, diffuse und spekulare Anteil der Beleuchtung
sowie die Selbstbeleuchtung addiert, um die Gesamtbeleuchtung zu erhalten. Die vier
Anteile konnen jeweils noch mit einem Faktor gewichtet werden, wobei nach dem Phong-
Modell die Summe der Faktoren 1 ergeben soll.

Abbildung 2.46 Ambiente, diffuse und spekulare Beleuchtung zusammengerechnet

Mehrere Lichtquellen

Bislang haben wir bei unseren Berechnungen immer angenommen, dass es nur eine einzi-
ge Lichtquelle gibt. In der Praxis mochte man natiirlich nicht mit dieser Einschriankung
arbeiten. Zum Gliick ist es ziemlich einfach, mehrere Lichtquellen zu beriicksichtigen.
Dazu muss man lediglich die Beleuchtung durch die einzelnen Lichtquellen addieren.
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Abbildung 2.47 Bei mehreren Lichtquellen addiert man die Beleuchtung durch die einzelnen Licht-
quellen und erhalt eine korrekte Gesamtbeleuchtung.

2.8.2.6 Verschiedene Arten von Lichtquellen

Ublicherweise unterscheidet man zwischen drei Arten von Lichtquellen: Punktlichtquellen,
Richtungslichtquellen und Spotlichtquellen.

Punktlichtquellen

Eine Punktlichtquelle ist eine punktformige Lichtquelle mit einer wohldefinierten Position
im Raum. Sie strahlt ihr Licht gleichméBig in alle Richtungen ab. Am ehesten konnte man
sie mit einer sehr kleinen Glithbirne vergleichen.

In der Realitdt nimmt die Beleuchtung mit dem Quadrat der Entfernung zur Lichtquelle ab.
Ein Punkt B, der viermal so weit von einer Lichtquelle entfernt ist wie ein Punkt A, be-
kommt also im Vergleich zu A nur ein Sechzehntel der Beleuchtung ab. Diese Tatsache
lasst sich auch in der Computergrafik sehr leicht umsetzen, indem man die Beleuchtung
jedes Punkts durch das Quadrat seiner Distanz zur Lichtquelle dividiert.

Punktlichtquellen werden in Computerspielen meistens fiir Lampen, Feuer, Explosionen
oder Ahnliches verwendet.
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Richtungslichtquellen

Richtungslichtquellen sind Punktlichtquellen, die unendlich weit entfernt sind. Daher
kommen ihre Lichtstrahlen perfekt parallel in der Szene an. Sie haben keine Position, son-
dern werden durch die Richtung ihrer ankommenden Lichtstrahlen beschrieben. In der
Realitdt gibt es natiirlich keine unendlich weit entfernten Lichtquellen, doch wenn man
beispielsweise die Sonne betrachtet, dann koénnen die Lichtstrahlen, die hier auf der Erde
ankommen, schon fast als parallel betrachtet werden.

Bei Punktlichtquellen miissen wir fiir jeden Punkt den Lichtvektor, also den Vektor vom
Punkt zur Lichtquelle hin bestimmen und ihn normieren (was eine teures Wurzelziehen mit
sich bringt), bei Richtungslichtquellen ist dieser Lichtvektor jedoch immer gleich. Rich-
tungslichtquellen sind also gern gesehen, da sie uns einige Rechenoperationen sparen und
daher schneller verarbeitet werden kénnen als Punktlichtquellen.

In der Praxis setzt man Richtungslichtquellen hauptsdchlich fiir Sonnenlicht oder Hinter-
grundbeleuchtung ein.

Spotlichtquellen

Eine Spotlichtquelle ist eine Punktlichtquelle, die zusétzlich noch eine Orientierung hat
und ihr Licht nur innerhalb eines bestimmten Lichtkegels abstrahlt, so wie beispielsweise
ein Scheinwerfer. Zu den Parametern einer Spotlichtquelle zéhlen meist zwei Winkel und
ein Abschwichungswert, mit denen man den Lichtkegel und die Verteilung der Lichtinten-
sitdt innerhalb des Kegels festlegt.

Spotlichtquellen werden fiir Scheinwerfer, Taschenlampen und andere Lichtquellen ver-
wendet, die ihr Licht hauptsichlich in eine bestimmte Richtung abstrahlen.

2.8.3 Shading

Jetzt haben Sie gelernt, wie man die Beleuchtung eines Punkts auf einer Oberfldche mit
Hilfe des Phong-Modells berechnen kann. Der néchste Schritt besteht darin, diese Be-
leuchtung tatsichlich durchzufiihren. Wie genau man das tut, bestimmt das Shading.

2.8.3.1 Flat-Shading

Beim Flat-Shading fiihrt man die Beleuchtungsberechnung immer nur flir einen einzigen
Punkt pro Primitive aus, bei einem Dreieck beispielsweise fiir den Mittelpunkt oder einen
der drei Eckpunkte. Die sich dadurch ergebende Farbe verwendet man dann fiir die gesam-
te Primitive. Flat-Shading ist das einfachste und schnellste Shading-Verfahren. Es wird
heute eigentlich kaum noch eingesetzt, hochstens fiir bestimmte Spezialeffekte.

Beim Flat-Shading kann man jede einzelne Primitive erkennen. Oberfldchen erscheinen
nicht glatt, sondern hart und kantig.
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2.8.3.2 Gouraud-Shading

Die Weiterentwicklung des Flat-Shadings ist das Gouraud-Shading. Hierbei bestimmt man
die Beleuchtung fiir alle Eckpunkte und interpoliert die Ergebnisse dann iiber die Primiti-
ven.

Gouraud-Shading produziert weiche Farbverldufe, aber die Qualitit der Beleuchtung hingt
davon ab, wie fein die Oberfldchen trianguliert sind. Stellen Sie sich hierzu eine Mauer
vor, die von einer Lichtquelle direkt vor ihr beleuchtet wird. Wenn die Mauer sehr grob
trianguliert ist, dann kann es passieren, dass sie von der Lichtquelle nur sehr schwach be-
leuchtet wird — ndmlich dann, wenn sich in der Néhe der Lichtquelle kein Vertex befindet.
Wenn sich die Vertizes nur an den Kanten der Mauer befinden, dann wird die Beleuchtung
auch nur dort berechnet und iiber die Maueroberflache interpoliert. Da die Beleuchtung am
Rand eher schwach ist, ist die Gesamtbeleuchtung ebenfalls schwach.

Auch dieses Shading-Verfahren wird heute immer seltener eingesetzt.

2.8.3.3 Phong-Shading

Kommen wir nun zum Spitzenreiter der Shading-Verfahren: dem Phong-Shading (nicht zu
verwechseln mit dem Phong-Beleuchtungsmodell). Beim Phong-Shading wird die Be-
leuchtung nicht mehr auf Basis der Vertizes oder der Primitiven berechnet, sondern fiir
jeden einzelnen Pixel. Die Beleuchtung erreicht immer die hochst mogliche Aufldsung und
ist vollig unabhéngig vom Grad der Triangulierung. Natiirlich erhoht sich dadurch im
Allgemeinen der Rechenaufwand.

Phong-Shading wird mit Pixel-Shadern realisiert und kann mit anderen Verfahren wie
Normal-Mapping (manchmal auch aus Bump-Mapping bezeichnet) kombiniert werden, um
Oberflachen noch detaillierter erscheinen zu lassen. Heute, wo die Leistung der Grafik-
chips dafiir ausreicht, setzen die meisten Spiele diese Per-Pixel-Beleuchtung ein.
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Abbildung 2.48 Vergleich der Shading-Verfahren: beachten Sie, dass beim Phong-Shading auch auf
dem sehr grob triangulierten Boden noch ein Glanzpunkt erscheint, was beim Gouraud-Shading nicht
der Fall ist.

2.8.4 Was ist mit Schatten?

Wabhrscheinlich ist Thnen beim Betrachten der letzten Abbildungen aufgefallen, dass es
keine echten Schatten gibt. Das liegt daran, dass Schatten vom Phong-Modell ganz einfach
ignoriert werden. Es wurde gesagt, dass die meisten Computerspicle mit dem Phong-
Modell arbeiten, aber Schatten fehlen heute in keinem Spiel mehr. Wie machen diese Spie-
le das also?

Das Grundproblem

Um Schattenwiirfe korrekt darzustellen, sind Informationen iiber die gesamte Szene erfor-
derlich. Darum lassen sich Schatten mit einem rein lokalen Beleuchtungssystem nicht
berechnen.

Wenn ein Punkt im Schatten liegt, hei3t das, dass irgendein Teil der Szene den Weg von
der Lichtquelle zu diesem Punkt hin blockiert. Oder anders gesagt: wenn die Lichtquelle
den Punkt ,,sehen” kann, dann liegt er nicht im Schatten.

Es gibt viele Ansitze, mit denen man dieses Problem mehr oder weniger gut 16sen kann.
Alle davon haben ihre Vor- und Nachteile, so dass es nicht die Losung gibt. Es hdngt im-
mer von der Situation und den Anforderungen ab, welche davon sich als am besten geeig-



2.8 Beleuchtungsberechnung

net herausstellt. Ich werde hier die Wichtigsten kurz vorstellen. Spéter, wenn es an die
Implementierung geht, wird kein Detail ausgelassen.

2.8.41 Shadow-Mapping

Ein sehr intuitiver, bildbasierter Ansatz zur Berechnung von Schatten ist das Shadow-
Mapping. Intuitiv ist es deshalb, weil es genau nach dem oben genannten Prinzip funktio-
niert: alles, was die Lichtquelle nicht sehen kann, liegt im Schatten.

Beim Shadow-Mapping rendert man vor dem Rendern der eigentlichen Szene alle relevan-
ten Objekte in die so genannte Shadow-Map, und zwar aus der Sicht der Lichtquelle. Bei
der Shadow-Map handelt es sich um eine Textur, die Tiefen- statt Farbinformationen spei-
chert. Fiir die Shadow-Map ist also nicht die Farbe der Objekte von Interesse, sondern nur
ihre Tiefe oder ihr Abstand zur Lichtquelle.

Nachdem die Shadow-Map gefiillt ist, kann man mit ihr auf sehr effiziente Weise feststel-
len, ob ein beliebiger Punkt im Schatten liegt oder nicht (auch Schattentest genannt). Dazu
berechnet man durch eine Reihe von Transformationen, auf welche Stelle in der Shadow-
Map der Punkt abgebildet wird und in welcher Distanz er zur Lichtquelle liegt. Nun
schldgt man in der Shadow-Map die berechneten Koordinaten nach und liest die dort ge-
speicherte Tiefe. Dieser Tiefenwert wird nun mit dem berechneten Wert verglichen. Ist der
Wert in der Shadow-Map kleiner (mit einer gewissen Toleranz), dann ,,sieht die Licht-
quelle an dieser Stelle einen anderen, nidher gelegenen Teil der Szene — der Punkt liegt also
im Schatten. Sind die Werte jedoch anndhernd gleich, dann erreichen ihn die Lichtstrahlen
ungehindert.
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Lichtquelle

Shadow-Map

Abbildung 2.49 Shadow-Mapping: die Tiefeninformationen werden aus der Sicht der Lichtquelle in die
Shadow-Map gerendert, um feststellen zu kénnen, ob ein Punkt im Schatten liegt oder nicht. Die Punk-
te A und B sind in der Shadow-Map sichtbar, werden also von der Lichtquelle angestrahlt. Der Punkt C
jedoch kann von der Lichtquelle nicht gesehen werden und liegt daher im Schatten.

Vor- und Nachteile

Ein Vorteil des Shadow-Mappings besteht darin, dass das Verfahren vollstdndig von der
Grafikkarte durchgefiihrt werden kann, ohne dass der Hauptprozessor eingreifen muss. Mit
Shadow-Mapping ist es aulerdem moglich, auch solche Objekte Schatten werfen zu las-
sen, die mit Hilfe einer groftenteils transparenten Textur gerendert werden. Das ist hdufig
fir Gras, Biische oder die Blétter von Biumen der Fall. Hierfiir verwendet man in der
Regel nur ein einfaches Viereck, das man dann mit einer Textur belegt, die das gewiinschte
Motiv enthélt, zum Beispiel ein Grasbiischel. Der Rest der Textur ist transparent. Die vom
Shadow-Mapping produzierten Schatten sind nicht zwangslaufig scharfkantig, sondern
konnen Ubergiinge von Licht nach Schatten aufweisen — normalerweise ein erwiinschter
Effekt. Ein weiterer wichtiger Vorteil ist, dass man mit Shadow-Mapping mehrere Licht-
quellen gleichzeitig in einem Render-Durchgang verarbeiten kann.

Doch das Shadow-Mapping kommt nicht ohne Nachteile daher. So eignet sich diese Tech-
nik in ihrer urspriinglichen Form beispielsweise nicht fiir Punktlichtquellen, da hierzu eine
360°-Rundumsicht gerendert werden miisste, was nicht ohne Weiteres moglich ist (man
kann die Szene jedoch mehrfach rendern, jeweils mit einer anderen Blickrichtung). Sha-
dow-Mapping funktioniert nur mit Richtungslichtquellen (hier wird eine orthogonale Pro-
jektion verwendet) und Spotlichtquellen (perspektivische Projektion). Weiterhin ist die
Qualitit der Schatten stark von der Auflosung und der Bittiefe der Shadow-Map abhingig.
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Erhoht man die Aufldsung oder die Bittiefe, erhoht sich damit jedoch auch der Speicher-
verbrauch und im Allgemeinen damit auch die zum Rendern benétigte Zeit. Zusitzlich
kommt es bei ungiinstigen Konstellationen von Lichtquelle und Kamera zu unschénen
Artefakten, die sich nur mit ausgefeilten Tricks unter Kontrolle bekommen lassen.

Abbildung 2.50 Wird die Shadow-Map zu klein gewahlt oder der Platz schlecht ausgenutzt, entstehen
Artefakte wie diese. Hier sind die einzelnen Pixel in der Shadow-Map klar zu erkennen. Mit einem Filter
kann das Problem kaschiert werden, oder man vergroéfert die Shadow-Map.

2.8.4.2 Andere Verfahren

Stencil-Shadowing

Neben dem Shadow-Mapping existiert noch ein anderes sehr populdres Verfahren, das
Stencil-Shadowing. Hierbei handelt es sich um ein geometrisches Verfahren, bei dem die
Silhouette eines Objekts entlang der Richtung zur Lichtquelle sozusagen in die Unendlich-
keit lang gezogen wird. Je nach dem, wie sich die Vorder- und Riickseiten dann auf dem
Bildschirm tiiberlappen, ergibt sich eine Licht- oder eine Schattenregion. Dieses Verfahren
erzeugt perfekte scharfkantige Schatten (,,bindre Schatten), ist im Allgemeinen langsamer
als Shadow-Mapping und bendtigt fiir mehrere Lichtquellen ebenso viele Render-
Durchgénge. Der geometrische Aufbau der Objekte muss auBerdem bestimmten Bedin-
gungen geniigen, damit die Schatten korrekt erscheinen, und da das Stencil-Shadowing ein
rein geometrisches Verfahren ist, beriicksichtigt es keine Locher, die durch teilweise trans-
parente Texturen erzeugt werden.

Als Vorteil ist die im Vergleich zum Shadow-Mapping relativ einfache und problemlose
Implementierung anzufiihren. Ein weiterer Grund, der einen dazu bewegen konnte, auf
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diese Technik zu setzen, ist dass man mit dem Stencil-Shadowing auch Punktlichtquellen
verarbeiten kann.

Vorberechnete Beleuchtung

Bei statischen, also nicht beweglichen Umgebungen und Lichtquellen bietet es sich an, die
Beleuchtung im Vorhinein zu berechnen und in Texturen zu speichern (so genannte Light-
Maps). Das hat den Vorteil, dass bei der Vorberechnung globale Beleuchtungsalgorithmen
angewendet werden konnen, die sehr hochqualitative Ergebnisse liefern (weiche Schatten,
Lichtreflexionen, realistisches Tageslicht, ...). In Echtzeit ist dies heute noch nicht mit
angemessener Geschwindigkeit machbar.

Vorberechnete Beleuchtung kommt in fast allen heutigen 3D-Spielen zum Einsatz, vor
allem bei der statischen Levelgeometrie (Landschaften, Gebdude, Korridore) — natiirlich in
Kombination mit einem dynamischen Verfahren wie Shadow-Mapping oder Stencil-
Shadowing.

Die Rendering-Pipeline

92

In den Abschnitten dieses Kapitels, die nun hinter uns liegen, haben wir uns vor allem mit
den mathematischen und geometrischen Grundlagen der 3D-Grafik beschéftigt. Aber es
fehlen noch die Abldufe im Groflen — was muss alles passieren, damit aus einem Haufen
Punkte, Matrizen, Texturen und Lichtquellen ein fertiges Bild auf den Bildschirm gezeich-
net werden kann?

Die Rendering-Pipeline beschreibt genau diese Schritte. Sie sind praktisch immer gleich,
egal ob beispielsweise Direct3D, OpenGL oder eine andere Grafikschnittstelle verwendet
wird. Manche Teile der Pipeline sind fest in der Grafikhardware verdrahtet und kénnen nur
begrenzt verandert werden, andere hingegen sind mittlerweile durch Vertex-, Pixel- und
Geometry-Shader komplett programmierbar. Im Allgemeinen wird die Hardware immer
flexibler, aber die grundlegenden Schritte, die hier beschrieben werden, werden sich ver-
mutlich nicht bedeutend dndern.

Ich werde in diesem Abschnitt nicht alles bis in letzte Detail erlédutern. Sie sollen hier nur
einen Uberblick erhalten. Spiter, wenn wir uns mit Direct3D beschiftigen, werden die hier
angesprochenen Themen vertieft.

291 Eingabe

Am Anfang der Rendering-Pipeline existiert die Szene nur in Form einer mathematischen
Beschreibung mit Hilfe von einzelnen Vertizes und Informationen dariiber, ob sie zu Drei-
ecken oder Linien verbunden oder einfach nur als Punktwolke dargestellt werden sollen.
AuBerdem werden Materialeigenschaften (Farben, Texturen), Transformationsmatrizen
und Lichtquellen festgelegt.
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Dreiecke, Linien und Punkte nennt man iibrigens Primitive. Die Grafikkarte kann sie direkt
zeichnen. Alle komplexeren Formen miissen aus Primitiven zusammengesetzt werden,
zum Beispiel ein Viereck aus zwei Dreiecken oder ein Auto aus einigen tausenden Drei-
ecken.

2.9.2 Welttransformation

Der erste Schritt in der Rendering-Pipeline besteht darin, die Vertizes aus dem lokalen
Koordinatensystem in das Weltkoordinatensystem zu transformieren. Sie erinnern sich:
wenn ein 3D-Objekt modelliert wird, dann befinden sich seine Vertizes im lokalen Koor-
dinatensystem des Objekts. Mit Hilfe der Welttransformationsmatrix (kurz: Weltmatrix)
wird dieses Objekt dann in der Szene platziert. Die Weltmatrix ist normalerweise eine
Kombination aus einer Rotations- und Translationsmatrix, um die Position und Ausrich-
tung des Objekts festzulegen, und eventuell auch aus einer Skalierungsmatrix, um die
Grofe zu bestimmen.

2.9.3 Kameratransformation

Nach der Transformation ins Weltkoordinatensystem werden die Vertizes mit Hilfe einer
Kameramatrix weiter ins Kamerakoordinatensystem transformiert. Erst dadurch wird es
moglich, den Beobachter durch die Szene zu bewegen. Die Kamera liegt in diesem Koor-
dinatensystem immer im Koordinatenursprung, also bei (0, 0, 0), und sie schaut in Rich-
tung (0, 0, 1). Alle Koordinaten sind nun also relativ zur Kamera.

2.9.4 Per-Vertex-Beleuchtung und -Nebel

Wenn sich alle Vertizes in einem gemeinsamen Koordinatensystem, ndmlich dem Kame-
rakoordinatensystem, befinden, kann die Beleuchtung auf Vertexbasis durchgefiihrt wer-
den, zum Beispiel nach dem bereits vorgestellten Phong-Modell.

Sie erinnern sich: wenn die Beleuchtung nur auf Vertexbasis durchgefiihrt wird (Gouraud-
Shading), ist das Ergebnis davon abhingig, wie fein die Oberfldchen trianguliert sind, denn
die Beleuchtung wird iiber die Dreiecke interpoliert.

Vielleicht wundern Sie sich, warum die Beleuchtung im Kamerakoordinatensystem ge-
schieht und nicht im Weltkoordinatensystem. Das liegt daran, dass die spekulare Beleuch-
tung von der Kameraposition abhingig ist und sich daher im Kamerakoordinatensystem
leichter berechnen ldsst. Prinzipiell ist es aber egal, in welchem Koordinatensystem die
Beleuchtung stattfindet, solange sich die Objekte und die Lichtquellen im selben System
befinden (sonst wiirden die Berechnungen keinen Sinn machen).

Neben der Beleuchtung kann man an dieser Stelle in der Pipeline auch Nebelberechnungen
durchfiihren. Dabei berechnet man fiir jeden Vertex anhand dessen Tiefe relativ zur Kame-
ra, wie stark er vom Nebel beeinflusst werden soll. Je hoher die z-Koordinate, desto ausge-
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préagter soll der Nebeleffekt sein. Durch Nebel lisst sich verschleiern, dass die Sichtweite
auf Grund der fernen Clipping-Ebene nicht unbegrenzt ist.

2.9.5 Projektionstransformation

Die dritte Transformation, die angewandt wird, ist die Projektion. Sie fiigt den 3D-
Vektoren eine vierte Koordinate hinzu und sorgt letztendlich (im Fall der perspektivischen
Transformation) dafiir, dass weiter entfernte Objekte spéter auf dem Bildschirm kleiner
erscheinen. Die Division durch die vierte Koordinate findet aber noch nicht statt, sondern
erst spater.

2.9.6 Back-Face-Culling und Clipping

Als Néchstes folgen die ersten Optimierungsschritte. Wenn das Back-Face-Culling akti-
viert ist, verwirft die Rendering-Pipeline alle Dreiecke, die dem Beobachter abgewandt
sind, deren Normalenvektor also vom Beobachter weg zeigt. Sie werden sich vielleicht
fragen, welchen Sinn das hat. Normalerweise schwebt ein Dreieck nicht einfach so ganz
allein im Raum herum, sondern es ist Teil eines groBeren Objekts aus hunderten oder tau-
senden von Dreiecken. Meistens bilden diese Dreiecke eine geschlossene Oberflache. Die
Dreiecke, die vom Back-Face-Culling verworfen werden, liegen dann auf den Riickseiten
dieser Oberflichen und sind von vorne nicht sichtbar, da sie von Dreiecken auf der Vor-
derseite verdeckt werden. Sie konnen sich das leicht anhand eines Wiirfels klar machen.
Dort sind immer nur hochstens drei der sechs Seiten sichtbar. Durch das Back-Face-
Culling fallen ungefahr 50% aller Dreiecke weg und miissen nicht weiter bearbeitet wer-
den. Wenn ein Objekt allerdings keine geschlossene Oberfliche aufweist oder transparent
ist, dann fiihrt das Back-Face-Culling zu unerwiinschten Ergebnissen.
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Abbildung 2.51 Ein Wirfel mit den Normalenvektoren seiner sechs Seiten. Bei geschlossenen Objek-
ten wie diesem sind die Rickseiten nie sichtbar. Fir die Normalenvektoren der Riickseiten gilt, dass
sie vom Betrachter weg zeigen (die z-Komponente ist positiv).

Neben dem Back-Face-Culling findet an dieser Stelle der Pipeline auch das Clipping statt.
Alle Primitive werden an den sechs Ebenen des View-Frustums abgeschnitten. Wenn ein
Dreieck komplett auBerhalb liegt, wird es komplett verworfen. Durch das Clipping fallen
weitere Primitive weg, aber es konnen durch das Abschneiden auch neue entstehen. Da die
Vertizes zu diesem Zeitpunkt durch die Projektionsmatrix transformiert wurden und vier-
dimensionale Koordinaten haben, ist das Clipping relativ einfach zu berechnen. Ein Punkt
liegt ndmlich genau dann innerhalb des View-Frustums, wenn er folgende Bedingung
erfillt:

2.9.7 Die Division durch w

Erst jetzt, nach dem Clipping, erfolgt die Division durch die w-Koordinate. AnschlieBend
wird die w-Koordinate, die ja nun 1 ist, weggelassen. So werden aus den vierdimensiona-
len Vektoren wieder dreidimensionale Vektoren. Nur durch diese Division kann die Pro-
jektionsmatrix dafiir sorgen, dass weiter entfernte Objekte kleiner erscheinen. Die Koordi-
naten befinden sich nach der Division im 3D-Bildkoordinatensystem, das heifit sie bezie-
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hen sich auf den Wiirfel, zu dem der View-Frustum verzerrt wurde. Die Koordinaten sind
zu diesem Zeitpunkt noch unabhéngig von der verwendeten Aufldsung in Pixel.

2.9.8 Viewport-Transformation

Nun ist es an der Zeit, die 3D-Bildkoordinaten in 2D-Pixelkoordinaten umzurechnen. Dies
geschieht bei der Viewport-Transformation. Den Viewport kann man sich als Rechteck
vorstellen, das den Zeichenbereich auf der Zieloberfliache festlegt. Die 3D-Bildkoordinaten
werden auf dieses Rechteck abgebildet. Stellen Sie sich beispielsweise ein Rennspiel vor,
bei dem vier Spieler gegeneinander antreten konnen. Jeder Spieler bekommt ein Viertel
des Bildschirms zugewiesen (Split-Screen). Das kann man erreichen, indem man fiir jede
der vier Ansichten einen anderen Viewport verwendet. Bei einer Bildschirmaufldsung von
1280%1024 Pixel wire der Viewport fiir die rechte obere Ansicht beispielsweise durch das
Rechteck (640, 0, 640, 512) definiert. (640, 0) ist dabei die Koordinate der linken oberen
Ecke des Rechtecks, und (640, 512) ist seine Grofe.

Eine Besonderheit bei dieser Transformation ist, dass die y-Achse umgekehrt wird. Im 3D-
Bildkoordinatensystem zeigt die y-Achse nach oben, aber im 2D-Pixelkoordinatensystem
zeigt sie nach unten. Die 2D-Pixelkoordinaten (0, 0) liegen in der linken oberen Ecke des
Bilds. 2D-Pixelkoordinaten miissen iibrigens nicht ganzzahlig sein.

Die Viewport-Transformation funktioniert wie folgt:

Xy = X+ st
2

Pixel

Ypug +1
yPixcl :Y+H.%

Hierbei geben W und H die Breite bezichungsweise die Hohe sowie (X, Y) die Koordinaten
der linken oberen Ecke des Viewport-Rechtecks an, jeweils in Pixel.

2.9.9 Rasterung

Nach der Viewport-Transformation liegen die Vertizes der zu rendernden Primitiven in
Pixelkoordinaten vor. Der eigentliche Zeichenvorgang kann nun also endlich stattfinden.
Es gibt aber noch ein Problem: die Pixelkoordinaten sind ,,unendlich genau‘, aber wir
haben nur endlich viele Pixel zur Verfiigung, um diese darauf abzubilden. Diese Abbil-
dung bezeichnet man auch als Rasterung: Man bestimmt fiir jede Primitive, durch welche
Pixel sie lduft und fiillt diese entsprechend mit Farbe. Man kann dies zum Beispiel tun,
indem man den Mittelpunkt der Pixel betrachtet. Wenn eine Primitive den Mittelpunkt
eines Pixels iiberdeckt, dann gehort dieser Pixel zu ihr.

8 natiirlich nur so genau, wie die FlieBkommadarstellung im Computer es zulisst
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Abbildung 2.52 Rasterung eines Dreiecks auf die einfache Art: Jeder Pixel, dessen Mittelpunkt im
Dreieck liegt, wird ausgefiillt.

Diese Methode produziert keine sehr ansprechenden Resultate, aber sie ist die schnellste
und die einfachste. Schiefe Kanten sind sehr ,,pixelig®. Mit Anti-Aliasing konnen bessere
Ergebnisse erzielt werden. Doch mehr dazu spéter.

2.9.9.1 Sichtbarkeitstest / Z-Buffering

Das so genannte Sichtbarkeitsproblem besteht darin herauszufinden, welche Teile einer
Szene nach der Projektion tatsdchlich sichtbar sind, also nicht von anderen Teilen verdeckt
werden.

Zeichnet man eine Reihe von Primitiven, dann wird die zuletzt gezeichnete immer die
vorhergehenden verdecken, so wie ein Maler auf einer Leinwand den alten Bildinhalt {i-
berdeckt, wenn er etwas Neues dariiber malt. Das ist jedoch nicht das, was man sich wiin-
schen wiirde, denn es sollte nicht von der Reihenfolge des Zeichnens abhingen, welche
Primitive vorne steht, sondern von der Tiefe. Weiter vorne stehende Objekte sollen die
weiter hinten liegenden Objekte verdecken.

Natiirlich kann man die Primitiven vor dem Rendern nach ihrer Tiefe sortieren und sich
von der am weitesten hinten liegenden bis zur vordersten Primitive durcharbeiten. Dies
bezeichnet man als den Maleralgorithmus, denn ein Maler malt normalerweise zuerst den
Hintergrund, dann den Mittelgrund und schlieSlich den Vordergrund. Aber es gibt Situati-
onen, in denen man keine Sortierung finden kann, die ein korrektes Ergebnis liefert.
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Abbildung 2.53 Egal, in welcher Reihenfolge man die vier Balken zeichnet: dieses Muster wird man
mit dem Maleralgorithmus nicht darstellen kénnen, ohne die Balken zu zerteilen.

In diesen Fillen ist das Zerteilen der Dreiecke zwar eine Losung, aber dies fiir eine Szene
mit Hunderttausenden oder Millionen von Dreiecken zu tun, wiére viel zu aufwéndig.

Der Z-Buffer als L6sung des Sichtbarkeitsproblems

Eine bessere Losung des Sichtbarkeitsproblems ist der Einsatz eines Tiefenpuffers (Z-
Buffer). Der Z-Buffer hat dieselben Ausmafle wie das Bild (zum Beispiel 1280%1024 Pi-
xel) und speichert fiir jeden Pixel einen Tiefenwert. Zu Beginn wird der Z-Buffer mit der
maximalen Tiefe initialisiert. Wird nun eine Primitive gerendert, dann vergleicht man fiir
jeden zu zeichnenden Pixel im so genannten Z-Test dessen Tiefe mit der im Z-Buffer ge-
speicherten Tiefe an dieser Stelle. Nur wenn die Tiefe des zu zeichnenden Pixels kleiner
(oder gleich) der Tiefe im Z-Buffer ist, wird der Pixel gezeichnet. Die Tiefe des neuen
Pixels wird dann in den Z-Buffer geschrieben und ersetzt den alten Wert. Wenn die Tiefe
des Pixels jedoch groBer als die im Z-Buffer gespeicherte Tiefe ist, dann bedeutet das, dass
bereits ein anderer Pixel an dieser Stelle gezeichnet wurde, das sich néher am Betrachter
befindet. Der Pixel wird folglich verworfen, da er von ihm verdeckt wird.

Der Z-Buffer-Algorithmus ist die Standardlosung fiir das Sichtbarkeitsproblem und wird
von der Grafikkarte hardwareseitig ausgefiihrt. Doch auch der Z-Buffer arbeitet nicht per-
fekt, da die gespeicherten Tiefenwerte natiirlich nur eine begrenzte Genauigkeit haben
konnen. Frither waren 16-Bit-Z-Buffer iiblich. Das bedeutet, dass pro Pixel 16 Bits Tiefen-
information gespeichert werden. Es gibt dann nur 2'° = 65536 verschiedene Tiefenwerte.
Es kann also leicht vorkommen, dass zwei verschiedene Tiefenwerte, zum Beispiel 1000
und 1000.01 auf denselben Wert im Z-Buffer abgebildet werden. Wenn das geschieht,
hingt es doch wieder von der Reihenfolge des Zeichnens ab, welcher Pixel schlieBlich
sichtbar ist und welcher verdeckt wird. Heute verwendet man meist 24- oder 32-Bit-Z-
Buffer. Dadurch wird dieses Problem reduziert oder sogar ganz beseitigt.



2.9 Die Rendering-Pipeline

Vielleicht fragen Sie sich, was eigentlich genau die Tiefenwerte sind, die da berechnet,
verglichen und im Z-Buffer gespeichert werden. Dabei handelt es sich um die z-
Komponenten der 3D-Bildkoordinaten (also nach der Projektion und der Division durch
w), woraus sich auch die Bezeichnung ,,Z-Buffer” ergibt. Die Tiefe kann einen Wert zwi-
schen 0 und 1 annehmen, wobei 0 fiir die nahe und 1 fiir die ferne Clipping-Ebene steht.
Auf Grund der Division durch w sind die Tiefenwerte jedoch nicht linear verteilt. Im Be-
reich um die nahe Clipping-Ebene ist die Genauigkeit wesentlich hoher als weiter hinten
bei der fernen Clipping-Ebene. Besonders dann, wenn man Z-Buffer mit niedriger Bittiefe
einsetzt, kann das schnell wieder zu den oben genannten Problemen fiihren. Als Faustregel
gilt deshalb, dass man die nahe Clipping-Ebene so weit wie moglich nach hinten und die
ferne Clipping-Ebene so weit wie moglich nach vorne schieben sollte, um die verfiigbare
Genauigkeit moglichst gut zu verteilen.

2.9.9.2 Texturierung

Wenn ein Pixel den Z-Test bestanden hat und damit zumindest vorerst sichtbar ist (er
konnte ja immer noch von anschliefend gerenderten Primitiven verdeckt werden), kom-
men Texturen ins Spiel. Texturen sind normalerweise zweidimensionale Bilder, die iiber
die Primitiven ,,gespannt werden. Man verwendet sie, um Oberflichen detaillierter er-
scheinen zu lassen als sie es tatséchlich sind. Mochte man zum Beispiel einen Baumstamm
modellieren, dann kdnnte man theoretisch die feinen Strukturen der Baumrinde mit sehr
vielen kleinen Dreiecken nachbilden. Alternativ modelliert man den Baumstamm nur sehr
grob, ndmlich als angenédherten Zylinder, und weist ihm anschlieBend eine Textur zu, die
das Muster einer Baumrinde enthélt. Das ist die iibliche Vorgehensweise. Texturen kann
man allerdings noch fiir sehr viel mehr Dinge gebrauchen, wie wir spater noch sehen wer-
den.

Die Bildpunkte einer Textur bezeichnet man iibrigens nicht als Pixel, sondern als Texel
(Texture Element). Typische TexturgroBen sind 256x256, 512x512 oder 1024x1024. Hier
sind Breite und Hohe jeweils Zweierpotenzen. Insbesondere éltere Grafikkarten haben
Probleme mit Texturen, bei denen das nicht der Fall ist, und noch &ltere Karten lehnen
sogar alle nichtquadratischen Texturen ab. Heute ist das jedoch kein Problem mehr, aber
trotzdem werden solche TexturgroBen immer noch gern genutzt.

Texturkoordinaten

Nun muss man irgendwie festlegen konnen, auf welche Weise eine Textur beispielsweise
iiber ein Dreieck gelegt werden soll. Hierbei gibt es unendlich viele Moglichkeiten, die
Textur zu vergroBBern, zu verkleinern, zu drehen, zu verschieben, zu spiegeln oder auf
sonstige Weise zu verzerren. Also fiihrt man so genannte Texturkoordinaten ein. Textur-
koordinaten sind so wie Farbe oder Normalenvektor ein Bestandteil eines Vertex. Sie ord-
nen jedem Vertex eine Position auf der Textur zu. Beim Rendern werden die Texturkoor-
dinaten dhnlich wie die Farbe zwischen den Vertizes iiber die Dreiecksoberfldche interpo-
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liert. Fiir jeden Pixel des Dreiecks ist damit bekannt, welchem Punkt auf der Textur er
entspricht.

Normalerweise liegen die Texturkoordinaten im Bereich zwischen (0, 0) und (1, 1). In
Direct3D entspricht (0, 0) der linken oberen Ecke der Textur und (1, 1) der rechten unteren
Ecke. Dadurch, dass man nur mit diesem festen Wertebereich arbeitet, muss man die tat-
sdchliche GroBe einer Textur, gemessen in Texeln, bei der Generierung der Texturkoordi-
naten gar nicht kennen, und Texturen konnen sehr leicht gegen groBBere oder kleinere aus-
getauscht werden.

Wenn jedoch die tatsdchlichen Koordinaten in Texeln gemeint sind, dann wird von Texel-
koordinaten die Rede sein. So entsprechen beispielsweise die Texturkoordinaten (0.5,
0.25) bei einer Textur der Grofle 1024x1024 den Texelkoordinaten (512, 256).

0, 0) 1

Texturkoordinaten
Texelkoordinaten

(LD

Abbildung 2.54 Eine Textur der GréRRe 256%256 (links) wird auf ein Dreieck abgebildet (rechts). Dazu
erhalt jeder Eckpunkt Texturkoordinaten, die festlegen, welcher Punkt auf der Textur auf ihn abgebildet
werden soll.

Texturfilterung

Bei der Texturierung ergibt sich folgendes Problem: Die zwischen den Vertizes interpo-
lierten Texelkoordinaten fallen im Allgemeinen in den wenigsten Féllen exakt auf einen
bestimmten Texel. Was sollte die Grafikkarte beispielsweise tun, wenn die Texelkoordina-
ten zwischen vier Texeln liegt? Soll sie nun einen davon auswéhlen (welchen?) oder ir-
gendetwas Anderes tun?

Den Wert in einer Textur an einer bestimmten Stelle herauszufinden bezeichnet man auch
als Sampling, und das, was man herausbekommt, als Sample.® Eingedeutscht kann man

9 Der Begriff Sampling stammt eigentlich aus der Signalverarbeitung. Eine Textur kann als diskretes (da
aus einzelnen diskreten Werten bestehend, ndmlich den Texeln) zweidimensionales Signal aufgefasst
werden.
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auch davon sprechen, ,,eine Textur zu sampeln, was irgendwie besser klingt als die ei-
gentlich korrekte Ubersetzung ,eine Textur abzutasten®.

Wie sampelt die Grafikkarte nun also eine Textur in solch einem Fall, wo die Texturkoor-
dinaten nicht exakt auf einem bestimmten Texel liegen? Das kann der Programmierer
entscheiden, indem er einen Texturfilter wahlt.

Der einfachste Filter ist der Nearest-Filter, der — wie der Name schon vermuten ldsst —
einfach den am nahsten gelegenen Texel heraussucht und dessen Farbe zuriickliefert. Die-
ser Filter fiihrt jedoch zu unschdnen ,,pixeligen* Texturen, wie man sie vor allem aus der
Anfangszeit der 3D-Spiele kennt, wo es noch keine Hardwarebeschleunigung durch Gra-
fikkarten gab.

Anstatt einfach den néchsten Texel zu nehmen, kann man sich auch ein wenig mehr Arbeit
machen und zwischen den vier benachbarten Texeln, die in Frage kommen, linear interpo-
lieren. Als Ergebnis erhélt man weiche Farbverldufe zwischen den Texeln. Dies entspricht
einem bilinearen Filter. Dieser Filter wird am héufigsten eingesetzt, und auf heutigen
Grafikkarten bekommt man ihn quasi geschenkt, da er nicht langsamer als der Nearest-
Filter ist.
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Abbildung 2.55 Oben: Beim Nearest-Filter wird immer der am nachsten liegende Texel verwendet.
Dadurch entsteht ein ,Klétzcheneffekt”, der besonders beim Boden gut erkennbar ist. Unten: Mit einem
interpolierenden Filter flieRen auch die benachbarten Texel in die Pixelfarbe ein, wodurch die Farben
weich ineinander ubergehen.

Da die lineare Interpolation sehr wichtig ist und auch in anderen Bereichen als der Textu-
rierung hdufig bendtigt wird, mochte ich noch kurz darauf eingehen, wie der bilineare
Filter funktioniert.

SeiT, , die Farbe des Texels mit den Texelkoordinaten (u, v). In unserem Beispiel wollen
wir die Farbe an den Texelkoordinaten (37.4, 20.8) herausfinden. Dieser Punkt liegt offen-
sichtlich zwischen den vier Texeln T, ,, (links oben), T ,,(rechts oben), T}, ,, (links un-
ten) und T ,, (rechts unten). Also miissen wir zwischen diesen vier Farben interpolieren.

Die bilineare Interpolation funktioniert nun wie folgt: zuerst interpoliert man jeweils ge-
trennt zwischen 7}, ,,und 7} ,, (oben) sowie zwischen T}, ,, und 7}, ,, (unten). Damit erhal-
ten wir die Zwischenwerte 7}, , ,, (oben) und7},, ,, (unten). Nun interpolieren wir noch
vertikal zwischen diesen beiden Werten und erhalten schlieBlich unsere gesuchte Far-
be T}, 55 - Wir interpolieren also zunéchst zweimal horizontal und dann noch einmal
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vertikal. Bei der horizontalen Interpolation ist der Interpolationsfaktor:=3* =0.4. Ent-

sprechend ist der vertikale Interpolationsfaktor 0.8 . Die Zwischenwerte und das Endergeb-
nis lassen sich dann also wie folgt berechnen:

Ti4,0 =T5, 50 +0.4: (Tas 20~ Iy, 20)
Tan =T+ 0-4'(T38, 21y, 21)
L4205 = T340 + 0.8 (T37,4, 2~ T, 20)

Man kann iibrigens auch zuerst vertikal interpolieren und dann horizontal, das macht kei-
nen Unterschied.

T, T,

374, 20 38,20

X

0.8

37,20

0.4

T,

374,208

X

1

38,21

Abbildung 2.56 Bilineare Interpolation zwischen vier benachbarten Texeln: oben und unten wird
jeweils horizontal interpoliert, und zwischen den interpolierten Werten wird vertikal erneut interpoliert.

MIP-Mapping

Wenn eine Textur auf dem Bildschirm wesentlich kleiner gerendert wird als ihre Original-
grofle, zum Beispiel weil das Objekt sehr weit weg ist, dann kommt es je nach Inhalt der
Textur zu einem hisslichen Effekt namens Aliasing. Besonders dann, wenn die Textur
starke hochfrequente Anteile enthélt (sich schnell dndernde Farbintensititen und Kontras-
te), wird das zu einem Problem. Das klingt noch alles sehr theoretisch, darum betrachten
wir ein konkretes Beispiel.
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Abbildung 2.57 Oben: Ohne MIP-Mapping treten ab einer gewissen Entfernung Aliasing-Effekte auf.
Unten: Mit MIP-Mapping wird das Aliasing unterdriickt, was jedoch zu Lasten der Texturscharfe geht.

Wie Sie sehen, wird die Schachbretttextur in der oberen Bildhélfte nur bis zu einer gewis-
sen Entfernung korrekt dargestellt. Danach verwandelt sich der Boden in einen undefinier-
baren Brei aus schwarzen und weillen Pixeln mit seltsamen Mustern, die nicht mehr dem
des Schachbretts entsprechen. Wiirde man die Kamera auch nur ein kleines Stiickchen
bewegen, wiirde sich das Muster komplett dndern. Genau das ist Aliasing. Wie kann das
passieren? Im nahen Bereich, wo noch alles in Ordnung ist, deckt ein Pixel auf dem Bild-
schirm hochstens einen Texel auf der Textur ab. Aber weiter hinten liegen mehrere Texel
im Bereich eines Pixels, aber die Textur wird nur an einer einzigen Stelle gesampelt. Woll-
te man korrekt vorgehen, miisste man den Mittelwert aus allen Texeln bestimmen, die in
dem entsprechenden Bereich liegen, aber das ist sehr aufwandig.

Das MIP-Mapping (in der unteren Bildhilfte angewandt) bietet hier Abhilfe. Man erzeugt
dazu von einer Textur mehrere verkleinerte Varianten (MIP-Levels genannt). Jeder MIP-
Level ist in Hohe und Breite halb so grofl wie der Vorherige. Entweder hért man bei einer
bestimmten Grofle oder Anzahl von MIP-Levels auf, oder man rechnet die Textur bis auf



2.9 Die Rendering-Pipeline

die GroBe 1x1 Texel herunter. Beim Herunterrechnen kann man Filter von hoherer Quali-
tdt verwenden als das in Echtzeit beim Rendern moglich wére. Eine simple Methode ist
beispielsweise, immer Blocke von 2x2 Texeln zu betrachten und aus dem Mittelwert den
Texel fiir den néchst kleineren MIP-Level zu erzeugen. MIP steht iibrigens fiir multum in
parvo, was viel auf kleinem Platz bedeutet.

512x512

Abbildung 2.58 Eine (coole) Textur mit allen MIP-Levels bis 1x1: die Farbe des einzelnen Pixels, aus
dem der kleinste MIP-Level besteht, entspricht dem Mittelwert aller Pixel des Originalbilds.

Beim Rendern wird nun fiir jeden Pixel der passende MIP-Level ermittelt, so dass nicht
mehrere Texel auf denselben Pixel fallen und kein Aliasing auftritt. Dadurch werden die
Texturen zwar etwas unscharf, aber das ist immer noch besser als das quasi-zuféllige Rau-
schen, das ohne MIP-Mapping entstehen wiirde. AuBlerdem ldsst sich die Wahl des MIP-
Levels meist noch durch einen Parameter leicht beeinflussen, so dass die Umschaltung auf
den nidchst kleineren MIP-Level ein wenig spéter erfolgt als normalerweise. Diese Um-
schaltung zwischen zwei MIP-Levels ist meistens deutlich erkennbar. Abhilfe verschafft
die so genannte trilineare Filterung. Hier wird vor der normalen bilinearen Interpolation
noch zwischen zwei benachbarten MIP-Levels interpoliert. Dadurch gehen die MIP-Levels
weich ineinander iiber statt abrupt.

Wie man sich leicht vorstellen kann, benétigt eine Textur mit einer vollstindigen Reihe
von MIP-Levels knapp 50% mehr Speicherplatz als ohne MIP-Levels. Die Performance
hingegen kann von MIP-Mapping profitieren, weil der Cache der Grafikkarte wirkungsvol-
ler arbeitet, wenn die Texel aus der Textur nur in kleinen Abstidnden gelesen werden. Ohne
MIP-Mapping sind die Speicherzugriffe mehr oder weniger chaotisch.

Anisotropische Filterung

In manchen Fillen produziert selbst das MIP-Mapping noch eher unansehnliche Ergebnis-
se, namlich dann, wenn der Beobachter in einem sehr flachen Winkel auf eine texturierte
Flache schaut, zum Beispiel auf den Boden. Hier wird die Textur in x-Richtung nur wenig
gestaucht, aber in y-Richtung in groen Entfernungen sehr stark. Ginge es nur nach der x-
Richtung, so wiirde ein relativ groer MIP-Level gewihlt, aber die extreme Stauchung in
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y-Richtung fiihrt dazu, dass ein sehr kleiner MIP-Level verwendet wird. Die Textur er-
scheint daher sehr verwaschen und unscharf.

Der so genannte anisotropische Filter versucht dies zu kompensieren, indem der in diesem
Fall in y-Richtung mehrere Samples nimmt und sie mittelt. Wie viele Samples das sein
konnen, ldsst sich einstellen. Der Filter wirkt sich natiirlich negativ auf die Performance
aus, weshalb man sich seinen Einsatz gut {iberlegen sollte.

nur MIP-Mapping anisotropischer Filter

Abbildung 2.59 Mit purem MIP-Mapping (links) wird die Bodentextur sehr schnell unscharf. Der ani-
sotropische Filter (rechts) verhindert das bis zu einem gewissen Grad. In der VergréfRerung ist der
Unterschied deutlich erkennbar.

2.9.9.3 Per-Pixel-Beleuchtung und -Nebel

Die meisten heutigen Spiele berechnen die Beleuchtung und eventuelle Nebeleftekte auf
Pixelbasis (Phong-Shading). Das funktioniert mit Pixel-Shadern. Pixel-Shader sind kleine
Programme, die auf der Grafikkarte ausgefiihrt werden, und zwar fiir jeden gerenderten
Pixel. Der Shader erhilt eine Reihe von Eingaben wie Position, Normalenvektor, Farbe
und Texturkoordinaten, und berechnet daraus die Farbe des Pixels, beispielsweise durch
Anwendung des Phong-Beleuchtungsmodells. Mit Shadern lassen sich nahezu beliebig
komplexe Effekte realisieren. Die Per-Pixel-Beleuchtung ist nur einer davon.

2.9.9.4 Anti-Aliasing

Unter Anti-Aliasing versteht man die Bekdmpfung von Aliasing-Artefakten, vor allem an
den Kanten der gerenderten Primitiven. Zeichnet man zum Beispiel ein Dreieck mit einer
fast vertikalen Kante, dann macht diese Kante irgendwo einen abrupten Sprung von der
einen Pixelspalte in die Néchste. Ein weiterer Effekt, der sich in Spielen oft beobachten
lasst, wenn das Anti-Aliasing deaktiviert ist, betrifft sehr diinne Objekte wie Stromkabel
oder Antennen. Unter bestimmten Umsténden sind diese plotzlich gar nicht mehr sichtbar,
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wenn ihre Dicke auf dem Bildschirm kleiner als ein Pixel wird. Bewegt man dann die
Kamera, erscheinen sie zeitweise wieder und flimmern unansehnlich.

Supersampling

Die wohl einfachste Methode zur Verringerung von Aliasing-Artefakten ist das Super-
sampling (Uberabtastung). Das Bild wird hierbei beispielsweise in doppelter Auflosung
gerendert (1600%1200 statt 800x600) und danach wieder mit einem Filter verkleinert, zum
Beispiel durch Mittelwertbildung iiber jeweils 2x2 Pixel. Dadurch werden vormals scharfe
Kanten weichgezeichnet. Das Bild wirkt nun sehr viel ruhiger und ist angenehmer zu be-
trachten.

Leider ist Supersampling sehr teuer, wie man sich leicht denken kann. Es lastet vor allem
die Speicherbandbreite aus, da nun ein Vielfaches der Pixel geschrieben und aus den Tex-
turen gelesen werden miissen.

Multisampling

Ein intelligenteres Verfahren ist das so genannte Multisampling. Dieses Verfahren wird
heute von allen Grafikkarten unterstiitzt. Es filtert die Primitiven ausschlieBlich an den
Kanten, da die Aliasing-Artefakte dort meistens am ehesten auffallen. Fiir jeden Pixel wird
grundsdtzlich nur ein einziger Farbwert berechnet, im Gegensatz zum Supersampling.
AuBerdem wird fiir mehrere verschiedene Stellen innerhalb des Pixels getestet, ob sie noch
innerhalb der Primitive liegen (es werden Samples genommen). Den Grad des Multi-
samplings gibt man durch die Anzahl der genommenen Samples an, beim 4x-
Multisampling sind es beispielsweise 4 Stiick. Liegen 3 von 4 Samples innerhalb der Pri-
mitive, dann wird der Pixel zu 75% in das Endergebnis eingehen.

Die Samples innerhalb eines Pixels konnen in verschiedenen Mustern angeordnet sein. Als
sehr gut hat sich hierbei das Rofated Grid-Muster herausgestellt. Die Samples decken
hierbei das Bild gitterformig ab, wobei das Gitter aber nicht an den Bildschirmachsen
ausgerichtet ist, sondern leicht gedreht.
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Abbildung 2.60 4x-Multisampling mit einem Rotated Grid-Muster und vier Samples pro Pixel: die
Kanten sind jetzt geglattet. Anhand der Anzahl der Samples, die innerhalb der Primitive liegen, wird die
Intensitat jedes Pixels berechnet.

Je mehr Samples genommen werden, desto hoher ist die Qualitdt des Anti-Aliasings. Al-
lerdings steigt auch der Speicherverbrauch und die Speicherauslastung, denn fiir jede Sam-
ple-Position muss ein eigener Bild- und Tiefenpuffer angelegt werden. Dadurch, dass pro
Pixel immer nur ein Farbwert berechnet wird, hilt sich der zusédtzliche Rechenaufwand
jedoch in Grenzen. Es hingt also von der Situation ab, wie stark das Multisampling die
Performance beeintrachtigt.

Anti-Aliasing ist ein sehr komplexes Thema. Einen sehr guten Uberblick iiber die einge-
setzten Verfahren gibt es bei 3DCenter!©.

10 hitp://www.3dcenter.de/artikel/multisampling_anti-aliasin
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Abbildung 2.61 Oben: Ohne Anti-Aliasing ist an schragen Kanten wie bei den Baumstdmmen deutlich
die Treppenbildung zu sehen. Unten: Mit Anti-Aliasing sind die Kanten nicht mehr ,binar“, sondern
erscheinen wesentlich weicher.

29.9.5 Blending

Bislang sind wir immer davon ausgegangen, dass beim Rendern ein neuer Pixel die bereits
vorhandene Pixelfarbe iiberschreibt. Hitten wir beispielsweise zuerst ein rotes Quadrat
gezeichnet und danach einen griinen Kreis, dann hétten die griinen Pixel die roten Pixel
einfach tiberschrieben. Das muss aber nicht so sein.

Beim Blending werden die neue und die alte Pixelfarbe mit Hilfe einer ausgewéhlten
Funktion kombiniert, und der alte Farbwert wird mit dem Ergebnis dieser Operation iiber-
schrieben. So kdnnen unter Anderem transparente Flachen wie Glas, aber auch Wasser und
Spezialeffekte wie Feuer oder Rauch dargestellt werden.

Genauer gesagt werden der alte und der neue Farbwert jeweils komponentenweise mit
Blendfaktoren (vierdimensionale Vektoren) multipliziert und anschlieBend miteinander
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verkniipft. Die Anwendung wéhlt die Blendfaktoren und die Verkniipfungsfunktion, den
Rest erledigt die Grafikkarte.

CErgebnis = F(CNeu * BNeu > CA]t * BAII)
Hier ist C,

Ereeonis 416 Farbe des Pixels, der letztendlich gezeichnet wird. Cy,, und C, sind
die neue beziechungsweise alte Pixelfarbe. F' ist die wihlbare Verkniipfungsfunktion.
B, und B, sind die ebenfalls wéhlbaren Blendfaktoren.

Neu Alt
Als Verkniipfungsfunktion sind Addition und Subtraktion sowie Minimums- und Maxi-
mumsbildung iiblich. Fiir die Blendfaktoren gibt es meist ebenfalls eine Reihe vordefinier-
ter Moglichkeiten.

Alpha-Blending

Die wohl am haufigsten angewendete Art des Blendings ist das Alpha-Blending. Hierbei
gibt die Alphakomponente der Farbe des neuen Pixels dessen Opazitdit an. Sie erinnern
sich: Der Alphawert kann als vierte Komponente fiir RGB-Farben benutzt werden, um die
Transparenz festzulegen. Opazitit bedeutet tibrigens das Gegenteil von Transparenz bezie-
hungsweise Durchsichtigkeit: Eine Opazitit von 100% bedeutet 0% Transparenz, eine
Opazitdt von 0% bedeutet vollige Durchsichtigkeit.

Beim Alpha-Blending wihlt manB,, =(a, a, a, a),B,, =(1-a,1-a,1-a,1-a),
wobei a die Alphakomponente des neuen Pixels ist, und als Verkniipfungsfunktion die
Addition. Der neue Pixel flie8t also mit dem Gewicht a in das Ergebnis ein und der alte
Pixel mit dem Gewicht 1 — a.
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Abbildung 2.62 Alpha-Blending: Die Vertizes dieses Dreiecks haben verschiedene Alphawerte, die
Uber das Dreieck interpoliert werden. Die obere Ecke ist komplett transparent, die linke Ecke ist kom-
plett undurchsichtig, und die rechte Ecke ist halbtransparent.

Der Alphawert kann beispielsweise auch aus einer Textur stammen. Auf diese Weise kann
man zum Beispiel einen Zaun sehr leicht rendern. Man benétigt nur eine Textur mit Al-
phakanal. In den Lochern des Zauns setzt man den Alphawert auf null, so dass die Textur
an diesen Stellen transparent dargestellt wird.

Achtung, Z-Buffer!

Transparente Primitiven sollte man erst ganz am Ende rendern, also nach den undurchsich-
tigen Objekten. Weiterhin sollte das Schreiben in den Z-Buffer ausgeschaltet werden, denn
transparente Objekte konnen sich nicht verdecken. Damit die transparenten Objekte auch
untereinander in der richtigen Reihenfolge erscheinen, empfiehlt es sich, sie anhand ihrer
Tiefe zu sortieren und sie von hinten nach vorne zu zeichnen.

2.9.10 Ausgabe / Darstellung

Nun sind wir bei der letzten Station der Rendering-Pipeline angelangt. Zum Schluss wer-
den die gerenderten Pixel auf dem Bildschirm angezeigt oder auf eine andere Art weiter-
verarbeitet.

2.9.10.1 Darstellung auf dem Bildschirm und Double-Buffering

Die Grafikkarte verwendet einen Teil ihres Speichers fiir die Darstellung des Bilds auf
dem Monitor. Diesen Speicherbereich nennt man auch Front-Buffer. Sein Inhalt wird ent-
sprechend der eingestellten Bildwiederholfrequenz (zum Beispiel 100 Hz) {iber den Aus-
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gang der Grafikkarte (VGA, DVI, S-Video, ...) an den Monitor gesendet, und zwar zei-
lenweise von oben nach unten, denn genau so baut ein klassischer Kathodenstrahlmonitor
(CRT) sein Bild auf.

Nach jeder Bildzeile gibt es eine kleine Pause, damit der Monitor seine Elektronenstrahlen
zuriickfahren und in die nichste Zeile lenken kann (horizontaler Strahlriicklauf). Nach der
letzten Bildzeile ist eine grofere Pause notwendig, da die Strahlen wieder in die linke
obere Bildecke wandern miissen (vertikaler Strahlriicklauf). Natiirlich gibt es bei LCDs
keinen Elektronenstrahl, der das Bild aufbaut, aber aus Kompatibilititsgriinden ist das
Timing hier dasselbe.

Fazit: M6chte man nun also ein Bild auf dem Monitor sichtbar machen, dann muss man es
in den Front-Buffer schreiben.

»Unfertige Frames*

Rendert man ein Frame (also ein Bild) direkt in den Front-Buffer, dann kommt es vor,
dass die Grafikkarte zu dem Zeitpunkt, wo das Bild an den Monitor gesendet wird, die
Szene noch nicht komplett gezeichnet hat. Auf dem Bildschirm erscheint dann ein unferti-
ges Frame, was man natiirlich vermeiden mochte.

Double-Buffering

Das Double-Buffering lost das gerade angesprochene Problem, indem ein zusitzlicher
,unsichtbarer Bildpuffer eingefiihrt wird, in den das Frame zunichst gerendert und an-
schlieBend komplett in den Front-Buffer kopiert wird.!! Diesen Puffer nennt man Back-
Buffer. Mit Double-Buffering konnen keine unfertigen Frames mehr auf den Monitor ge-
langen.

Allerdings kann es zu einem ungewollten Effekt namens Tearing kommen. Auf der oberen
Hilfte des Bildschirms ist dann noch das letzte Frame zu sehen, wihrend er auf der unteren
Hilfte das aktuelle Frame anzeigt. Das passiert, wenn das Kopieren der Bilddaten vom
Back-Buffer in den Front-Buffer zur falschen Zeit passiert, nimlich wéhrend die Grafik-
karte das Bild an den Monitor schickt.

Vertikale Strahlsynchronisation (V-Sync)

Um auch das Problem des Tearings zu losen, bedarf es eines genauen Timings. Der Back-
Buffer darf nur wihrend des vertikalen Strahlriicklaufs in den Front-Buffer kopiert werden,
also ,,zwischen zwei Bildern®. Dies nennt man vertikale Strahlsynchronisation oder kurz
V-Sync. Durch diese Option wird die Framerate, also die Anzahl der gerenderten Frames
pro Sekunde, auf die Bildwiederholrate des Monitors beschrankt. Darum wird V-Sync bei
Performance-Benchmarks oder auch von ,,Hardcore-Zockern® ausgeschaltet, um die grofBite
mogliche Framerate zu erzielen.

1T Alternativ kénnen Front- und Back-Buffer auch einfach vertauscht werden (Flipping).
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2.9.10.2 Rendern in eine Textur

Anstatt ein Bild in den Back-Buffer zu rendern, um es auf dem Bildschirm anzeigen zu
lassen, kann man die Szene auch in eine Textur rendern und diese dann weiter verwenden.
Das ist zum Beispiel beim bereits erwahnten Shadow-Mapping notwendig, wo die Szene
aus der Sicht der Lichtquelle gerendert wird und die Tiefeninformationen in die Shadow-
Map geschrieben werden.

Das Rendern in Texturen ist fiir viele Spezialeffekte unverzichtbar, und darum werden wir
spater auch von diesem Feature Gebrauch machen.

2.10 Ausblick

Wenn Sie bis hier hin durchgehalten haben, dann haben Sie den trockenen, theoretischen
Teil nun iiberstanden. Da die 3D-Computergrafik ein sehr komplexes Thema ist, ist es
meiner Meinung nach unbedingt notwendig, ein gewisses Maf3 an Vorkenntnissen mitzu-
bringen, bevor man sich an eine API wie Direct3D heranwagt. Diese Kenntnisse sollte
Ihnen dieses Kapitel vermittelt haben, so dass wir im néchsten Kapitel tatsdchlich eigene
3D-Objekte auf den Bildschirm zaubern werden.

Zum Schluss méchte ich Thnen noch einmal nahe legen, die Ubungsaufgaben fiir dieses
Kapitel zu bearbeiten, um sich selbst zu testen. Sie decken hauptsiachlich die mathemati-
schen Grundlagen ab. Die Musterldsungen finden Sie ganz hinten im Buch. Viel Erfolg!

2.11 Ubungsaufgaben

2.11.1 Vektoren

Aufgabe 1)

Ordnen Sie den Vektoren in der Abbildung die richtigen vier Koordinatendarstellungen zu:

Jr

EOGRE 00
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¢
1--
} X
1
Aufgabe 2)
Berechnen Sie:
5 0 8
2.0 2 [+ 1 —l- *| 3
2
—4 —4 1

Aufgabe 3)

Berechnen Sie die Langen der folgenden Vektoren:

Q
Il
7N\
o —
N—
Sy
Il
| |
— —
N——
o
1]
7\
S W
N—
Uy
1]
NS NG
Y}
1]
o o o
~!
Il
— ot — it

Aufgabe 4)

Berechnen Sie die Entfernungen zwischen den Punkten, deren Ortsvektoren unten angege-
ben sind. Welche zwei Punkte liegen am dichtesten zusammen, welche am weitesten aus-
einander?

Aufgabe 5)

Gesucht ist eine Funktion ﬁ(if?, s) , die den Ortsvektor des Punkts berechnet, der sich an
der Stelle s auf der Strecke 4B befindet. Damit ist Folgendes gemeint: Fiir s = 0 soll der
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Startpunkt der Strecke, also A4 , herauskommen, fiir s = 1 der Endpunkt B . Fiirs = 1 soll der
Mittelpunkt der Strecke herauskommen, und so weiter. Geben Sie diese Funktion an!

Berechnen Sie anschlieflend:

5 10
pl|-4],|4 ,l
10
3 7
Aufgabe 6)
Was ergibt:
4 (1 3V
4\ (0
3 |o| 8|+ . -1 -1 +145
0 4
-2 1 4
Aufgabe 7)

Welche Winkel schlie3en die folgenden Vektoren jeweils miteinander ein?
L (1 - (0
a z( J und b = ( j
1
( j und d = ( j
2
1

¢

und f 0
-3 3

e =

Aufgabe 8)

Wie konnte man mit Hilfe des Skalarprodukts erkennen, ob zwei Vektoren entgegenge-
setzte Richtungen haben?

Aufgabe 9)

Gelten die binomischen Formeln auch fiir Vektorvariablen und das Skalarprodukt, gelten
also die folgenden Gleichungen?
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Aufgabe 10)
Berechnen Sie die folgenden Kreuzprodukte:

1 2 1 0 0 1 2 —4
a) |4 |x| 4 b) | 0|x|0 c)|0(x]0 d) | -3|x| 6
8) (0 0) (1 1 0 4 -8

Aufgabe 11)

Welche Fliche 4, hat das durch die Vektorend = (2, 4, 1)undb =(3, -1, 2) aufgespann-
te Parallelogramm? Zwei Vektoren konnen auch ein Dreieck aufspannen. Berechnen Sie
diese Fliache 4, ebenfalls!

Aufgabe 12)

Gelten die binomischen Formeln fiir Vektorvariablen und das Kreuzprodukt?

2.11.2 Matrizen

Aufgabe 1)

Berechnen Sie:
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Aufgabe 2)

Berechnen Sie die Inversen der folgenden Matrizen, falls sie invertierbar sind! Wie konnen
Sie Thre Ergebnisse iliberpriifen?

-1 4 2 3 6 2 1
A= B= C=
[2 8) (—5 12 25} (3 2}

; 2 6 -1
21 2 4
D= E=|-1 -3 1 F=
32 o 6 8
2 2 T3

Aufgabe 3)

Geben Sie eine Skalierungsmatrix an, die ein Objekt auf der x-Achse um den Faktor 2
vergrofert, es auf der y-Achse spiegelt (ohne Vergroerung oder Verkleinerung) und es auf
der z-Achse in seiner GroBe halbiert. Transformieren Sie damit anschlieBend den Punkt
mit den Koordinaten (4, 2, -5).

Aufgabe 4)

Wie sieht eine Matrix aus, die eine Rotation um die y-Achse mit einem Winkel von 30°
durchfiihrt? Transformieren Sie mit dieser Matrix den Punkt (1, -1, 2).

Aufgabe 5)

Geben Sie eine Translationsmatrix fiir den Translationsvektor (1, 3, 7) an, und transformie-
ren Sie damit den Punkt (47, 11, —15).

Aufgabe 6)

Die Rotationsmatrizen, die wir kennen gelernt haben, drehen immer um den Koordinaten-
ursprung. Wie konnte man eine Rotationsmatrix konstruieren, die um einen beliebigen
Punkt dreht?

Aufgabe 7)

Uberlegen Sie sich, wie Sie iiberpriifen kénnen, ob eine Matrix orthogonal ist. Probieren
Sie Ihr Verfahren dann mit den folgenden Matrizen aus:

4 2 1
50
B:( j C=/6 3 15 Dz[

05 —
8 4 2

1
A=|0
0

S = O
- o O
le‘ Nl'\’
ol ol
Ne——
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Aufgabe 8)

Zerlegen Sie die folgende Transformationsmatrix in eine Rotations- und eine Translati-
onskomponente, und berechnen Sie dann auf einfache Weise die Inverse der Matrix.

094 0 0342 0
0 1 0 0
-0342 0 094 0
45 22 -17 1

Aufgabe 9)

Ein 2D-Objekt hat die unten angegebene Transformationsmatrix M. Der Punkt P des Ob-
jekts hat die Objektkoordinaten (4, —3). Berechnen Sie die Weltkoordinaten dieses Punkts!

Welche Objektkoordinaten hat der Punkt Q mit den Weltkoordinaten (0, 1)?

Die Transformationsmatrix M lautet:

05 0866 0
M=|-0866 05 0
5 3 1

2.11.3 Einfache geometrische Objekte

Aufgabe 1)

Geben Sie die Parameterdarstellung und die implizite Darstellung der Geraden an, die
durch die Punkte 4 und B mit den Koordinaten 4 = (10, 5, 4) und B = (12, -6, 3) geht.

Aufgabe 2)

Gegeben sei eine Strecke von P nach O mit P =(5, -5, 3)und 0 =(10, —1, 7). Bestim-
men Sie fuir die folgenden Punkte, ob sie auf dieser Strecke liegen:

A=(6, =3, 4)
B=(75, -3, 5)
C=(15, 3, 11)

Aufgabe 3)

Bringen Sie die folgenden Ebenengleichungen in die Hessesche Normalform:
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1 2 0
a) f’(r,s): 41+7|0|+s-| 1
2 0 1
4
b) Xe| 4 |=48
—4
24r—s
c) P(r,s): 1+2r—4s
Ss

Aufgabe 4)

Ermitteln Sie eine geeignete Gleichung fiir die Ebene, die durch die drei Punkte 4, B und C
verlauft, und bestimmen Sie dann, ob auch der Punkt P auf dieser Ebene liegt:

2 0 0 12
A=|0|, B=|4|,C=| 8 |, P=|32
0 2 -4 -8

Aufgabe 5)

Uberlegen Sie sich, wie man iiberpriifen kann, ob eine Gerade eine Ebene schneidet, und
wie man gegebenenfalls die Koordinaten des Schnittpunkts herausfindet. Beachten Sie
auch eventuelle Sonderfille!

Was miisste geédndert werden, um auch Strahlen und Strecken verwenden zu kénnen?

Aufgabe 6)

Gegeben sind eine Kugel (Mittelpunkt und Radius) sowie eine Ebene in Hessescher Nor-
malform. Wie kann zwischen den folgenden Fallen unterscheiden?

= Die Kugel befindet sich komplett vor der Ebene.

® Die Kugel befindet sich komplett hinter der Ebene.
= Die Kugel schneidet die Ebene.

® Die Kugel beriihrt die Ebene.

2.11.4 Farben

Aufgabe 1)

Ordnen Sie die folgenden als RGB-Vektor angegebenen Farben nach ihrer Luminanz:
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0.6 0.1) (1) (0S5 0 0
0.25 0 11109]]105]1]0
0.2 1 1 0 0.7)\0

Aufgabe 2)

Haben die im Hexadezimal-RGB-Format angegebenen Farben #1F070C und #D93154 diesel-
be Chrominanz?

2.11.5 Vermischtes — Multiple Choice

Bei den folgenden Fragen ist jeweils genau eine der vorgegebenen Antworten korrekt.

Nr. | Frage und Antwortmoglichkeiten Antw.

1 Was ist ein Vertex?

A) ein Vektor, der senkrecht auf einer Oberflache steht

B) ein Eckpunkt einer Primitive, optional erweitert um beispielsweise Normalenvek-
tor, Farbe oder Texturkoordinaten

C) eine Shader-Art, also ein kleines Programm, das die Grafikkarte fir jeden zu
verarbeitenden Eckpunkt einmal ausfiihrt

2 In welcher Reihenfolge werden die Vertizes sinnvollerweise transformiert?
A) Projektionsmatrix, Kameramatrix, Weltmatrix

B) Weltmatrix, Kameramatrix, Projektionsmatrix

C) Weltmatrix, Mondmatrix, Sonnenmatrix

3 Was versteht man in der Computergrafik unter einer Primitiven?

A) ein grundlegendes geometrisches Objekt, das direkt gerendert werden kann
(Dreieck, Linie oder Punkt)

B) einen ineffizienten (primitiven) Algorithmus
C) eine grundlegende Transformation wie Translation, Rotation oder Skalierung

4 Was ist korrekt? Das Phong-Modell ist ein ...

A) Verfahren zur Umrechnung zwischen RGB- und YUV-Farbraum.

B) lokales Beleuchtungsmodell mit einer angenaherten globalen Komponente.
C) rein globales Beleuchtungsmodell.

5 Welche Beleuchtungskomponente ist fur Glanzlichter (Highlights) zustandig?
A) die ambiente Beleuchtungskomponente
B) die diffuse Beleuchtungskomponente

C) die spekulare Beleuchtungskomponente
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Nr.

Frage und Antwortmoglichkeiten

Antw.

Welche Aussage zum Shadow-Mapping ist falsch?

A) Beim Shadow-Mapping werden nur die Farbinformationen der Szene aus der
Sicht der Lichtquelle in die Shadow-Map gerendert.

B) Punktlichtquellen lassen sich mit Shadow-Mapping nur schlecht realisieren.

C) Die Qualitat der Schatten hangt unter Anderem von der GréRRe und Bittiefe der
Shadow-Map ab.

Warum verbessert Back-Face-Culling bei geschlossenen Objekten die Performance?

A) weil ungefahr 50% weniger Dreiecke gerendert werden muissen, die sowieso
nicht sichtbar waren

B) weil ein schnelleres Beleuchtungsverfahren verwendet wird
C) weil damit der Speicherverbrauch im Z-Buffer geringer ist

Wie wird ein Dreieck im Allgemeinen texturiert?
A) Das macht die Grafikkarte von ganz allein.

B) Man gibt den Vertizes Texturkoordinaten, die ihnen jeweils eine Position auf der
Textur zuweisen.

C) mit dem so genannten Z-Test

Woflr verwendet man einen Z-Buffer?

A) Im Z-Buffer wird das nachste anzuzeigende Frame gespeichert, das zur Darstel-
lung in den Front-Buffer kopiert wird.

B) um Objekte in der Szene schneller transformieren zu kdnnen

C) um daflr zu sorgen, dass sich die Objekte auch ohne vorherige Sortierung nach
ihrer Tiefe korrekt verdecken (Lésung des Sichtbarkeitsproblems)

10

Was gibt es bei transparenten Objekten beziiglich des Z-Buffers zu beachten?

A) Bei transparenten Objekten sollte das Schreiben in den Z-Buffer vermieden
werden, aber der Z-Test sollte eingeschaltet sein.

B) Sowohl das Schreiben in den Z-Buffer als auch der Z-Test ist unbedenklich.
C) Man sollte nur den Z-Test deaktivieren.

1"

Welche Aussage zum Anti-Aliasing ist richtig?

A) Beim Supersampling rendert man die Szene in halber Auflésung, um das Bild
anschlieffend auf die gewiinschte Auflésung hochzurechnen.

B) Beim Multisampling wird an vier gitterformig angeordneten Sample-Positionen
innerhalb jedes Pixels getestet, ob die zu rendernde Primitive durch diesen Punkt
verlauft. Daraus wird berechnet, wie stark der Pixel gefarbt werden darf.

C) Mit eingeschaltetem Multisampling werden nur die Kanten der Primitiven geglat-
tet, und insgesamt werden nicht mehr Pixel berechnet (Texturierung, Beleuch-
tung, ...) als ohne Multisampling. Darum ist Multisampling effizienter als Super-
sampling.
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Nr.

Frage und Antwortmoglichkeiten

Antw.

12

Was ist unter MIP-Mapping zu verstehen?

A)

B)

C)

Von einer Textur wird eine Reihe von vergroerten Kopien erzeugt, und ausge-
hend vom Abstand der Primitiven zur Kamera wird die passende GroRe gewahlt.

Von einer Textur wird eine Reihe von verkleinerten, gefilterten Kopien erzeugt,
und ausgehend von der Anderungsrate der Texelkoordinaten pro Pixel wird die
passende Groe gewahlt, um zu vermeiden, dass mehrere Texel auf einen Pixel
fallen, was zu Aliasing flhren wirde.

Beim MIP-Mapping wird zunachst horizontal zwischen zwei benachbarten Texeln
linear interpoliert und anschlieBend diagonal, um Aliasing zu vermeiden.

13

Was ist korrekt? Beim Alpha-Blending ...

A)

B)
C)

ersetzt der neue Pixel den alten Pixel nicht, sondern der neue Pixel wird mit
seinem Alphawert a gewichtet und der alte Pixel mit 1 — a.

wird der alte Pixel zum neuen Pixel unverandert hinzuaddiert.

entscheidet die Grafikkarte mit Hilfe des so genannten Alpha-Verfahrens, welcher
der beiden Pixel heller ist, und verwirft dann den Dunkleren.

14

Was sind Front- und Back-Buffer?

A)

B)

C)

besonders schnelle Speicherbereiche, die speziell fir Kriegsspiele und Backerei-
simulationen genutzt werden

Beides sind Bereiche innerhalb des Grafikspeichers. Der Front-Buffer enthalt das
Bild, das von der Grafikkarte kontinuierlich an den Monitor gesendet wird. Der
Back-Buffer dient als Zwischenpuffer zum Aufbau des jeweils nachsten Frames.
Am Ende jeder Zeile, wenn der Monitor seinen Elektronenstrahl zuriicklenkt,
werden Front- und Back-Buffer vertauscht, um Aliasing-Effekte zu verringern.
Diese Puffer werden dabei im Speicher des Monitors aufbewahrt.

15

Wie kann ein anisotropischer Filter dabei helfen, die Texturschérfe bei der Verwen-
dung von MIP-Mapping zu verbessern?

A)
B)

C)

indem grundsatzlich eine groRere MIP-Ebene verwendet wird

indem abhangig von der VergroRerung/Verkleinerung der Textur in x- und y-
Richtung mehrere Samples pro Pixel genommen werden

durch einen Scharfzeichnungsfilter, wie er auch von Bildbearbeitungsprogram-
men angeboten wird
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